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L. Geneutraliseerde sommen

In de maanden april, mei en juni 1961 heb ik op tien middagen
op het Mathematisch Centrum te -Ams terdam voordrachten gehouden
over neutrlxrekenlng,»Dezémmethode steunt op het denkbeeld dat
onder algemene voorwaarden Termen van een bepaalde soort mogen
worden verwaarloosd. Dit denkbeeld is niet nieuw. We doen in de
wiskunde nauwelijks iets anders. Ceuchy vérwaarloost alle door

2+1 deelbare veeltermen in % met gehele coefficlenten, HlJ schri jf't
bijv. ?’3=— , omdat het verschll f +—§ deelbaar is door f +4
Om de lezer van die verwasarlozing op de hoogte te stellenj ver-
vangen wij de letter ? door een bepasald symbool en daarvoor wordt
de letter i gekozen, zodat 13—~1, Op die manier rechtvaardlgt
Cauchy de invoering van de complexe getallen De klasse 1ngevoerd
door Cauchy die bestaat uit de door ; +1 deelbare veeltermen met
‘gehele coefficienten is een additieve groep.
Dit betekent: twee willekeurige tot de klasse behorende veeltermen
hebben de eigenschap dat hun som en ook hun verschll tot de klasse
behoren. De klasse voldoet ook san de volgende voorwaarde. als ze
een functle bevat die gelijk is aan een constante &V dan is dV =0,
Immers iedere door §2+4 deelbare veelterm van de graad O is identiek
nul.Een addiuJﬁve groep die deze voorwaarde vervult, is een neutrix
en het slagen van de theorie der complexe getallen is te danken
aan het feit dat de door Cauchy ingevoerde klasse een neutrix is,
’In de analyse werken we met een groot aantal belangri jke begrippen,
waaraan een neutrix ten grondslag ligt, zoals limietbegrip, conver-
gentie, divergentie, distributies van Schwartz, enz;MDe neutrixre-
kening dient dan ook ter vereenvoudiging (omdat in de redenerlng en
in de berekening een groot santal termen worden verwaarloosd)y er
unificatie (omdat een groot santal W1Jdu1teenlopende onderwerpen
tot één enkele theorie verenigd worden) en ter generalisatie (om-
dat met behulp van neutrices tal van nieuwe mathematische objecten
worden geconstrueerd ).

Voor de algemene definitie van een neutrix voeren we een wille-
keurige niet-lege verzameling A in, die een domein genoemd wordt,
Verder beschouwen we een additieve groep N gevormd door functies
V(f -gedefinieerd voor elk element f van het gegeven domein. Het
is mogelijk dat dit bestaanbare of complexe functies zijn, maar
dat is niet nodig. Wij mogen ook abstracte functies toelaten, die
uitsluitend wasrden aannemen welke tot de een of andere addltleve'
groep behoren, zodat voor die functies steeds de optelling en de
aftrekking mogeli jk zijn met de bekende rekenregels.
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De additieve groep N heet een neutrix indien ze aan de vol-

gende voorwaarde voldoet: iedere tot N behorende functie, die

voor elk element 5 van het gegeven domein gelijk is aan een con-

stante, is identiek nul.

- De functies behorende tot een neutrix N heten in N verwasr-
loosbasr.
o Waar geen misverstand te duchten is, schrijven we kortweg N
inplaats van N.

Een zeer bekende neutrix is de neutrix U welke gevormd wordt
door de functies (%) (? =0.1,...) die voor2~¢mstot nul nadert.
Dat deze functies een neutrix Vqrmenﬁlis evident, omdat een constan-
te die tot nul nadert identielt nul is. Het domein van deze neutrix
wordt gevormd door de getallen 0,1,... . Indien u1+u2+.a° een con-
vergente reeks is, dan is voor elk getal E £ 0

| A
(1 2.ou, = +e(f).
L

wasrin s de som van de oneindige reeks voorstelt en waarin 6(5)
voor’j—%m>tot nul nadert en dus tot de neutrix U behoort. Die rest-
term a(;) wordt verwaarloosd, zodat het rechterlid van (1) overgaat
in s, maar om de argeloze lezer van die verwaarlozing op de hoogte
te stellen vervangen wij in het linkerlid § door een nieuw symbool.
Daaxvoor is het teken oo gekozen, zodat we krijgen
F L '
(2) 2. u, = s,
' N="]

De formules (1) en (2) zijn gelijkwacrdig.

Voor ieder bestaanbsar getsl & dat nietbgelijk is san een
veelvoud van 2w geldt de identiteit "

i
o ] L & 3 s 1 3
(3) :éq sinnd= 3 cot 5 +u sin §a - 3 (cot —2—) co;ia
(%’zoﬁ/lﬂ"");
immers voor ? = 0 zijn beide leden gelijk @an nul en geldt de

formule voor f , den geldt ze ook voor § +1. De functies van §
( ? = 0,1,...) van de vorm

() e (sta Fa - (oos Zpon § o),

waarin de coefficienten ¢ willekeurige gehele constante getallén '
voorstellenyvormen een neutrix F. Inderdsad, sls (4) gelijk is



aan een van 3 onafhonkeli jk getalj’y dan 1is %zi sin na volgens

de identiteit onafhankelijk van ? , dus ¢ sin na = 0 (n=1,2,...)
Indien ¢=0, dan is J zeker nul. Indien c#0, dan is sin na =0,

dus sin a =0, dus cot % = 0, dus J =0, zodat I 1inderdaad een
neutrix lSn Evenals in de theorie van de convergente reeksen ver-
waarlozen we de tot F behorende term 3 sin §a - 3 (cot Eﬁcos 5a,
zodat het rechterlid van (3) overgeat in % cot g=en om de lezer -
van die verwaarlozing op de hoogte te stellen, vervaagen wig in het
linkerlid f door een nieuw symbool. Daarvoor kiezen we de letter '

'Fdie ook de neutrix aanduidt, zodat we krijgen
(5) Z: sin na = & cotd .
2

De formules (3) en (5) zijn gelijkwsardig. Asngezien (3) correct is,
kan (5) nooit tot een tegenspraak voeren. De tegenwerping, dat het
linkerlid van (5) de som "moet" voorstellen, die men verkrijgt als
nde rij 1.2,... tot F (incl.) doorloopt, heeft geen zin. Het is
waar dat n de neutrix F nooit bereikt, masr hetzelfde bezwaar zou.
in (2) gelden, waar n nooit hekb oneindige Dbereikt. Formule (5)
is slechts een andere schrijfwijze voor (3). N

Het linkerlid van (5) stelt een geneutraliseerde som vdor;‘
een. geneutraliseerde uitdrukking is namellgk een ultdrukklng, waar~
in minstens één neutrlx voorkomt., B |

Omdat de reeksr;: sin na convergeert behalve als a een veelvoud
van - is, hebben wij de neutrix F ingevoerd om de schadellgke in-
vloed van het oneindige te neutraliseren. In elke ultdrukklng waar
een singulariteit een zodanige storende invloed ultoefent dat die
uitdrukking zinlecc~s wordt, voeren wij een geschikte neutrix in om
die invloed te neutraliseren. Aan dit feit danken de neutrlces hun
naam. A . : : 7

Hetzelfde denkbeeld ken worden toegepaqc le elke reeks u1+u *oos
die de elgenschap bezit dat voor elk geheel getal %

7
(6) Zun’:df_*-v(%)y
n="] _
waarln.J’onafhankellgk van f is en waariny(§ E 0,1, ...) verwaarloos-

baar is in een gegeven neutrix N. Dan wordt de term v ?) verwaarloosd,
zodat het rechterlid overgaat in J’ doch, ter waarschuwing, wordt
in het llnkerlld ? door N vervangen, zodat we krijgen

N

(7) D; u, =4 .

De formules (6) en (7) zijn gelijkwasrdig.



Als de reeks U tist... en de neutrix N gegeven zijn, dan is
J’ ondubbe121nn1g bepaald, want als voor g =0,1...

() Zu Fa+ v (5),

waarin }1 onafhankeli jk van % is en waarin v1(§) (5 =0,1,...)
verwaarloosbear in N is, dan is de constante'ga —j’gelijk asn
het verschil v(f) -V ?) van twee in N verwaarloosbare functies,
zodat deze constante zelf in N verwaarloosbaar en dus gellgk aan
nul is, dus f'= /,l
Bij een convergente reeks u4¢u2+ . geldt formule (1) waarin
%) tot de neutrix U behoort, zodat wij inpleaats van(2) -ook kunnen

r?;]un:s,

De ﬂormule (5) mag niet termsgewijs naar a gedifferentieerd

schri jven

worden, m.a.w. de formule

Ei n cos na = %(Té co

is onjuist. Immers de identiteit (3) geeft voor elk geheel getal
(10) 2% ncos na =% cot & 43 & (sin §a —'(coﬁ 2) cos fa)
2 2 ' 2da 2 LT

maar de.laatste term is niet verwaarlocsbaar in F. Dat komt omdat
‘de neutrix T e mager is. De algemene tendenu1e in de neutrix
calculus moet zijn de neutrices zo uitgebreid mogellgk te kiezen.
In verband hlermede leid 1k nu een stelllng af dle een zeer uit-
gebrelde neutrlx levert. Een lineaire comblnatle van functies .

g),.a,; ?) is een som ven de vorm cqf (E) +°°°+Cnfn g),
met ooefflclenten ¢ die onafhankeli jk van zijn,

Indien we de identiteit (3) schrijven in de gedaasnte

(11) Ezqsin na = %+ sin %a+ (cot %) sin® = 5a (% =0,1, ...);
N=

dan ligt het voor de hand de neutrix G in te voeren die gevormd

wordt door de functies van ? van de vorm

¢ (% sin fa + (cot % ) 5in® = ja (§ =0,1,
waarin de coefficienten ¢ willekeurige gehele constante getallen
voorstellen. Deze neutrix geeflt

(12) Z: sin na = O,



)

De formules (11) en (12) zijn niet strijdig. Verschillende
neutrices kunnen verschillende eigenschappen bezitten.

Stelling 1: Zij v een additieve groep gevormd door begrensde func-
ties van $(% =0,1,...) die, afgezien van de functie welke identiek
nul is, geen van alle voor f»%0 tot een eindige limiet naderen. 4ij
¢ een verzameling gevormd door functies van g(; =O;1y°;;)kzodanig
dat % de functie bevat die identiek gelljk is aan 1 en dat de verhou-
,dingvanelk:paartmt'¢ behorende functies VOOTE*%M of wel tot nul na-

dert of wel in absolute waarde onbegrensd aangroeit.

Beschouw alle functies van de vorm

,MH)1§1&5H W5 +e(3) (§=0,1,...),

wagrin &(%)-—»0 voor f-sce, waarin de fUnctiQS'yh(g)tot y behoren
en waarin elke functie %h(f) gelijk is aan een voor gwubtot nul
naderende functie, vermeerderd met een lineaire combinatie van func-
ties die tot ¢ behoren. Die functies u($) vormen een neutrix Mo,
Het bewijs verloopt als volgt. Dat de functies M (§) een
additieve groep vormen is duidelijk, zodat het voldoende is te be-
wijzen: is ﬂb(?) = j’, waarin J’onafhankelijk van f is, dan ié '
/= 0. Omdat iedere functie ¥, (%), afgezien van cen tot O nadercunde
functie, gelijk i3 :n con lincaire combinatie van ot ¢ behorende

functies en omdat verder y een additleve groep is, kunnen we /m(f)
schrijv%P in de vorm _ -

Doa (V) ) = (5=o0,,...),

. v . - & .
waarin J(})wﬁo voor ¥ -+ ¢ , waarin @h(i) tot ¢ en yh(%)tocy'behoren,
terwijl de getallen a, constanten # O zijn. Indien n =0, dan is
J =J1;), dus;ﬂh;on Indien n £ 1, den kunnen we de sng; z6 rang-
hikken dat —B¢’ (1.5h<n) tu%ﬂﬁ/d t. Volg d
schikken dat - 1.sh<n) voor §escn "nadert. Volgens veronder-
C _?;~737?nq) v<3w§ o olg

stelling heeft men —2-L -5 0 of ’gc ~» 00 of ¢ (%) =1. Indien

%ﬂ%)'*&oj dan nadert ?h(%) (1$h2n) tot nul, dus J = 0.

Indien }QH(E){ o@begrensd'zouhggngroeienj;dan Zou
§ ey _ 4T T A () v (h)
(13) ‘ 4 (? ) = ‘ 32—?n(?) : P

tot nul-naderen, in strijd met de veronderstelling dat'Vn*:(f) niet

tot een eindige limiet nadert. Tenslotte zou in het geval ¢ (§) =1
het in (13) gendgmdegetel-wn*(?) tot 5~ paderen, in strijd met

n +
de veronderstelling dat Vh*(%) niet tot een limiet nadert. Dit vol-
tooit het bewljs, T | :
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Ogmerklng In deze opmerklng definieer ik eeén bepaalde ,
neutrlx M- dcor voor de- verzamellngen ¢ en y een bepaalde keuze_‘_m

te doen Alle 11nea1re combinaties van_ functies van de Vorm B

Sln.ga.en cos % a, “waarin de coefficienten a w1llekeur1ge besﬁaan_ xS

bare getallen voorstellen.dle niet gelijk. 21Jn aap eeh veelvoua ~
van 27@ vormen een additieve! groep -y met de genoemde eigeﬁschap

De verzamellng gevormd .door alle niet tot nul naderende func-.'
tles die voor voldoend grote gehele ; de vorm T :

(14) o(5) =% "o (113) ,},(1f;)'r

bezitten, waarin ao,ﬁtp.,.,ur reele getallen voorstellen, vormen

een verzameling ¢ met de genoemde eigenschap ;
hierin is.1,f%=log ¥ en 1, , ¥ = log (1h %) (hz1).

Iedere tot deze verzameling ¢ behorende functle @(% heeft
de eigenschap dat woor elk geheel getal hn?O e p(% '
afgezien van een tot nul naderende term, geschreven kan worden
als ‘een lineaire combinatie van functies die tot ¢ behoren,

Om dit aan te tonen zullen we eerst voor iedere &« , voor iedere
gehele r 3§ 0O en voor voldoend grote f?!- bewijzen dat '

: co
(15) O GG+ N* (@ 5)™% v 2o 3T (ﬁﬁ)

waarin ph(uq,..u een veelterm in uq,w..,u voorstelt die in

)
r
elke aezer veranderllgkeneen graad $h bezit; hierin is 10} %

-

Formule (15) ig evident voor r=0, wegens
T .
% + 1) 30; = (1 + 2 )

oo
7 Dy

Ik mag dus aannemen dat r *1 1s en dat (15) met o vervangen door

r~1 reeds bewezen 1s, Deze 1nductleveronderstelllng, toegepast met

o =1, geeft dus/i ' S §L I O - .
(..—h' 1 .
1oq(5 ) (Log, y §)7 B —1 ),
r=1 e -1 f S - i%f*w~_ ‘ﬁ r~1§
waarin I, (u ,,gur_q) een Veelterm in uq"”‘ur ﬂ voorstelt die

in elke dezer veranderllgkeneen graad h be21t Door aan weers-

kanten de logarlthme te nemen.,. v1nden we‘

o) S
1 (% +1)-1.% = dog (1+ L. P, ( Ly
el ) ? L priRn 118
o R . I
Z:- ( "g"i 5
h=" r 11 i
waarin S (uqyuogur_q) een veelterm is in Ugseae sl g die in elk



dezer Verandeflijken een graad $ h bezit. Dus

|
en door belde leden in de macht ¢. te verheffen vinden we de

log, (% +1) (lr %)~1 =1 + E: % ff 5 (i%ﬁ?:---a ~;L:§r )
r

gevraagde betrekklng (15). Door deze formule toe te passen

met r = 0,1,...,r en met cx=?mo, mqgia,,a}?en'ddor de aldus vef?“
kregen formules met elkaar te vermenigvuldigen, zien we dat de |
in (14) genoemde tot'¢ behorende functie <p(?) de eilgenschap

 bezit, waarin t ol ) een veelterm inu .U

FE S r o
voorstelt die in elk dezer veranderli jken een graad s h bezit. Dus

A@(?) = ?"(‘? 'ﬂ) —‘P(f)=<9(§) Z: ‘g‘ 1 5

en dit antwoordt is, afge21en van een voor E-wwmztot nul naderende
~-termy; gélijk aan: een linealre comblnatle'h(%)van functles dle tot \
behoren., Lan is & q(%), afgeZien van eenn tot nul naderende term,
’gellgk aan. A?\(?), dus afge21en van een tot nuk naderende term, ,
gellgk ‘aan een 11nea1re comblnatle van functies die tot ¢ behoren,
ZO doorgaande v1nden we dat Ah ?( x) voor elk geheel getal hz O de-
verlangde eingenschap bezit. R ”'_”'_m"'" S

Voorbeeld: Te in de voorgaande opmerklng 1ngevoerde neutrix
M  vervult voor elk bestaanbaar getal a dat geggwyeelvoud van 27
is en voor elk geheel getal h i O de betrekkingen \

M M A
=~ 2h ) - (b1, _d\2h cot &, 2h+1 o1 o
6)w§;} n~ sin na = (=) % (da) t 53 Z; sin na = p;
L onq h 2h+1 S onte '
Z: cos na = (-) % (Jl) Jcot &5 Fn“""F cos na =0,
da’.. - C 2 =
n=" _ - . S S g S
M :
(18) terwijl 2. . Ccos ha = %
Inderdaad uit de idehtiteit_(;)Aenmié_overegnkomstige
'1dent1te1t - : o o o
\ Aoy N - R . - i N ] a o
(12) Z cos Wa = 3.+ z'coffa - 3 (cot 5) sin Y a

volgt;voor ieder geheel getal \hQWD

z: n°® sin na = (=) % (52 2h cot % +

“+(f)h % (é%)gh {31n§a (cot E)COSSa}



+( )h1 (dg Ehﬁ{sm?a cot = cos*z‘ }

é 1r1EhM s:m na = (-)hH %_,— {—éi-é)ghM{COS ?a - (cot «%—) cos fa}';

2h+2
n

3
i
SN

h+1,

cos ma = ()7 (£)FHE

.  cos ?a»écot %JSin za }.

De laatste term in elk van deze vier beprekkingen is gelijk aan

n

een veelvoud in maal sin % a vermeerderd met een veelvoud in
maal cos 5 a en derhalve verwaarloosbaar in M, Dit geeft (16)
en (17), terwijl (18) uit (19) volet. |
Stelling 2: Zij a een bestaanbaar getal dat geen veelvoud

van 27 is. Zij X(?) een gegeven functie van ? (? =0,7,,..). Zi]
k een geheel getal 20, Zij N een neutrix die elke functie ‘
cei?a4ahxx§) (O§}1<k) bevat, waarin de coefficienten c willekeurige
complexe getallen voorstéllen, Dan is . .

N k=1 h+1 a oK

(20) 22 Y(n)e ™% = 3 e ) & % (1) +('e" ) ENZ O
n="1 . h=0 ela_1 ela—ﬂ R , e o

indien de laatste geneutraliseerde som bestaat.

Het bewljs verloopt als volgt. De functie

e i(n+1)a
gln)= —5——
e -1
voldoet aan de volgende identiteit, waarin } een willekeurig geheel
getal z O voorstelt

7 . , | |
55'1 w(n)e TN2 - ?; “¢(n) (g{n)-g(n-1))

=) 8(}) - ol1) 5(0) +L (ap(n) &(n)
e1(5+1)a Jla la: i i
=) o el KON zia-1 éz%(A(P(n)flj’P
De eerste term in het rechterlid is verwaarloosbaar in M . Dus ;i
M ia ia M
ina_ e e
EE% p(n)e 2= ()i +ya r (& @(n)) oin0

n=

.als de laatste som bestaat, Zo doorgaande vinden we de gevraagde
betrekking, -



\C

Voorbeeld: ZlJ a een bestaanbaar getal dat een veelvoud van 2w is.
Zij voor elk voldoend groot aatuurllgk getal n oo s ’

waarin o, p en J bestaanbare getallen voorstellen met o < 4000.

In de opmerking .toegevoegd acn stelling 1 hebben we een neutrix M
ingevoerd zodanlig dat voor h=0,1,.... en voor iedere constante c
c(Ah Z(f)) elfe verwaarloosbasr is in M .Indien formule (20) met
k=4000 wordt toegepast dan gaat de laatste in (20) voorkomende
som over in ' | ' -

M }
z: (A4OOC>x(n))e1na _ %% (AMOOO 7C(m))e:!.na’

n=1 n="1
aangezien AM{KX)X(n) voor n-+60 monotoon tot nul nadert. Op dile
manier vinden wij : P
gi ina 3999 o2 b+ h
ORI S ) H PO
n=1 o 18] ¥

1a y BGOO oo ‘
- 4000 ina
+(‘i§;”"> ;'1(A X(n))e .
N=

e -1

Op die ﬁaniéf’hébben Wéi&bbf_de”geneutraliseerdé'som die in het
linkerlid voorkomt een convergente uitdrukking gevonden, maar in de
praktijk is in tal van gevallen de in-het linkerlid voorkomende - .
schrijfwijze verre te verkiezen. '

De neutrlx calculus voerc in sommlge gevallen tot convergente
ontw1kke11ngen in andere gevallen tot asymptotische reeksontwikke-
lingen. Laat ik hler een toepassing op de asymptotiek behandelen
In de asymptotlek voeren wij een bestsanbare of complexe onbegrensde
variasbele in. De tack is voor oepaalde functies ven w bij grot te |w]

f
asymptotische reeksontW1kke11ngen z: u}}w)af te leiden; het symbool
.. =1 _ - V
! stelc een asymptOulsch convergente reeks voor. Het symbool ‘z»

" betekent : onafhankelijk ven w.

betekent: asymptotisch gelijk. "Vast
Stelling 3: Zij 2 een bestsanbsar getsl dat geen veelvoud van
2 is. Stel ). E) (r=0,1,...) ziin gegeven functies van w en §

; {
(% =0,1,...). 213 Necn neutrix die elke ven @ en § ( ¥'=0,1,...)

afhankeli jke functie bevat welke blj gegeven @ voor ¥-+e tot nul na-

dert en die bovendien alle functies j’elfa Ahxr(f)*(hé 0,72 0)

bevat, waarin de coefficienten g’welvvan w maar niet van ¥ afhangen.
¢
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Stel dat bij elk vast positiefl getalxqteen;vast;géheelMgétal
mng gevonden kan worden zédanig dat bij elk yast geheel getal

mem_ een vast geheel getal k 2 O en twee vaste positieve getalién

¢ en J bestaan met de eigenschappen

(21) ]xo(n)- r;il L (n)l ¢ c‘viw];q (14 n g k)
en

(22) iyt\.k(xo (n)- I‘Zi;] xr, (ﬂ)}é c n-’]-ﬂ'

lmrq (ng1).
Dan is
N ' . 0 N .
i a
> (n)e*™en 31 5 (n)e*™? .
n="1 %O r=" n="1 Xl"
Het bewijs is eenvbudig, Identiteit (20), toegepast met

m
SRS NORD )

geeft Ha

N m . k=1 ia m
(23) 22; ( xo(n)-E;% Lelo))e™ % = ( :13-9{ {Ahxo(q)_gngzr(j%.

h=0

-

K x

'ia m iy
() L (Bram- I e ) e

sangenomen dat de laatste geneutraliseerde som bestaat. Dit is inder-
daad het geval, omdat deze som wegens (22) in een convergente reeks
overgaat als N door ¢ vervangen wordt. De geneutraliseerde som is
dus-gelijk aan de som ven de convergente reeks en derhalve in abso-
lute waarde ‘ ‘ ' ‘

s clwl] d > n 1 ]mﬁ - ($+Jr u’ Jdu) :cﬂ1+%.)im} q,
= |
L o . S 1 '
_Volgens_(zﬂ) is voor O gb.<k

A" xo(ﬂ)— E: Ar(ﬂ) E;(k (] ){/ (h+1—n) 2: e (h+1—n)}i;i_ ?f

in ebsolute ,Waar'de f‘c I“l - Z: ( )—— 2 c iwi 9 Dus voor iedef‘én
vaste gehele miz m 'is net 11nQe¢11d van (23) in sbsolute waarde S
¢cy o] "9 pij geschikt gekozen vaste c,. Dit geeft het verlangde
resultaat.
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Voorbeeld 1: Voor iedere vaste nmet Re 2<0, voor ieder vast

bestaanbaar getal a dat geen veelvoud van 2® is en vpor‘iederelg;
met grote !wl en met -w+e < argw <w-¢, waarin & een vast positief
getal <™ voorstelt, geldt-de betrekking

(2k) ;L;(Wr ng) sin na e 3 Z:_ ) 7\)w7‘"h ((%)2h cot g. .

Om dit aan te tonen is het voldoende te bewi jzen dat de voor-
waarden van stelling 3 voor

Yo(n)= (wt n2)" Lo(n) = ( >'"’* TH L B2 ()

vervuld zijn, want dan heeft'de neutfix M , ingevoerd in de asn
stelling 1 toegevoegde opmerklag, de elgensohap dat het linkerlid
van (24) gelijk is aan

N & ] - , -
2:. (m+~n2) sin na u>§:' (riq)afk r+1 > n?T2 gin na,

zodat de bewering uit (16) volgt.:
Voor elk vast geheel getal kg0 en voor xzO0 is xc(k)(x) gelijk

2 M-k vermenigvuldigd met éen veelterm in w en x zodanig

aan (w + x
dat in iedere term van deze veelterm de exponent van x vermeerderd
met de dubbele exponent van w gelijk is asn k.
Dus ¥ (k)(x) heeft h?ogscens dezelfde orde ven grootte als

Hw+ x5 ] (o] k4 59

+ x
Voor elke k- maal continu differentieerbsre functie, £(x) is-

+ 1 T +1
k B Y1 i1 (k), .
8% £(x)= f f tf () aty .. at,

X -1

°

dus L : : A
'7(25) IA‘? f(x)t § max ! f(K)(t)lv ox

#A

te¢x + k|

B 1Y

‘Derhalve heeft a“ o (n) hoogsLens dezelfde orde van grootte als

'(a:+n ) N kl [u1§2k + n ) en is, pig gesch1kt gekozen vaste ¢

" in absolute waarde

[\M]

I - ad
gcq n fw] *voor 0¢ ng{cu}

::.'-§fﬁ S T g
ne fen -k 4 n"q-glwt voor n>[w\2
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indien k z 29 + 1 + J + 2 Re n gekozen wordt. Klezen we
k= max (29 + 1+ +2Re A, 2 m-1),
dan is &% L (n)=0 voor 1&rsm, zodat (22) met c=c, geldt. Voor
jedere vaste gehele m z q + Re » geldt ongelijkheid (21) bij ge- .
schikt gekozen vaste c, omdat het linkerlid hoogstens dezelfde
orde van grootte bezit,als,jafﬁ, (%;)nl . Dit voltooit het bewijs.
Voorbeeld 2: Indien -w+& < argw < 7w ~-£&, waarin & een vast

positief getal <wm voorstelt, dan is voor grote |w| en voor leder
vast bestaanbaar getal dat geen veelvoud van 2w 1is

El

ojw

1y -h-1d Boot

5 o oo h da .
+

73] n | 1

oo ,
> _Qgﬁgthl sin na en 3 2” (logw + 1 + 3 +,..%
n= :

- 3
Immers voor elk geheel getal 20 en glw]| 1is
h
, ) [ 2
log(w—kn)w}:'( 1 1y n
log ew + 1+ 5 +...+ =)
w+~n2 apar h wh+1 s

zodat het voldoende is te bewijzen dat (22) geldt voor

2 2r-2
_log (w+ n") _ 1 \n
%O(n) = N 1’12 H )(P(n)— (log w+ 1 + t... 1,,_/])' - (rz1)
. : &

o~

en dit gaat op dezelfde manier als in het voorgaande voorbeeld.

Voorbeeld 3: Indien ~7+& < arg W < T g, waarinré een vast
positief getal <w voorstelt, dan 1s voor grote{a:\ voor ledere
vaste A met Re A <0 en voor iedere vaste bestaanbare a die dcan,Vxel-

voud ven 2w 1is,

) i . Co

S (w+ n® V log n)° sin na e Z:f c (W)cu““hy
h ‘h

A= h=o0.

waarin ¢, de constante

M h
2
> n~ (log n) sin na

—_ i B ‘e

h

e~

voorstelt, waarin M de neutrix aanduidt die in de opmerking van stel-

ling 1 ingevoerd is, Met behulp van stelling 2 kunnen die constanteq

¢y, dus door convergente uitdrukkingen worden ultgedrukt. " L
Voor het bewljs is het voldoende aan te tonen dat de voorwaarden

van stelling 3 gelden voor

Lo () = (w+n® Viegn); X, (n) = (Jﬁ,) P (0% Viog 0)T (wa),
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Zijjaeen vast positief getal < %, VOOf]ﬂélwtfiS
.oom . - ,
a -1 2 v 1
Yo (n)-EE; Lr (n) = 0fw™] ({w] T (log n)2) ™
- OlwlRe A~ (1—25))'(11 (log 1’1)% m _ On-quglw?“q%

voor voldoend grote m, zodat (21) zeker geldt voor ieder vast geheel
A

getal kz O, Voorlﬂg}aJZ en voor ledere vaste gehele kz 0 vinden

wij dus :

A (%, (n) - L de(m)) =007 T jul”,

zodat (22) geldt voor n g]uﬂﬁ . Beschouw nu de getallenxs |w|f,

Stel log x= Xq, Met behulp van het principe van volledige inductie

(k)

vinden we dat Lo (x) te schrijven is in de gedaante

, 2 . A.a-k _ -k >
(o+x™ 2 2)7 7 oy (w,x, 2, %),

i

waarin P, een veelterm is in w,x en X, 2 zodanig dat in iedere term
de exponent van X vermeerderd met het dubbele van de exponent van

gelijk is aan k, terwijl de exponent van xq.hoogstens % k is. Dus-

PR I
< el

2 £ i

) | o _ S _
R R O N E Y
voor voldoend grote vaste k. Verder is voor O S hgfﬁ 

d\k 2h . ip Sh-k _  ih-lt « ,
(-d-}g x T X,]‘Z H= X | T ox, 2 D ~(X,/]')~,._f‘

“waarin p%(xq)’een veelterm inx , is van de graad k.

Voor Osth£m-1 is dus

 2h h -1-d .
w (ak) x x, =0x Jw] q

7

- voor voldoend grote k., Voor iedere Xg}uﬂ is derhalve

- 1 . =
Y™™ 1% (1ogx )02 %W Y,

g 8

=1
d .k mz’
(&) (Lo () =
ax Xo BZ0
zodat uit (25) volgt voor elk geheel getalrlg{w!f

m-1

k B -h_2h i - ~q

85 (Lo(n)= 3= (Ma™ 0™ (1og n)2P) =00 jw (Y,
h=0

Dit voltoolt het bewijs.
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Deze drie voorbeelden zijn illustratief. De in de asymptotische
ontwikkelingen optredende coefficienten zijn ondubbelzinnig bepaald,
dus onafhankelljk van de keuze der gebruikte neutrices. Te neutrix
M, 1ngevoerd in de aan stelling 1 toegevoegde opmerklng, heeft het
voordeel dat ze die coefficienten op zeer eenvoudlge wijze oplevert.
Lang niet alle neutrices bezitten die fraaie eigenschap. Er zijn
nameli jk neutrices M1 voor welke

'Mq .
Z: n?? (1og n)2 sin na

n="1
niet de in voorbeeld 3 genoemde waarde N bezit. Zulke neutrices
zijn dan ook hier te gebruiken en worden daarom slecht genoemd.
Een neutrix wordt goed genoemd, als ze op éenvoudige manier de
coefficienten in de gezochte convergente of asymptotische ontwikke-
lingen oplevert en als op die neutrix een rekening kan worden opge-
bouwd met eenvoudige rekenregels en met behoud van algemene beglnsels,
zoals de principes van analytische voortzetting, convergentie, ;
limiet, ontwikkeling in convergente of asymptotische reeksen, enz,
Al is de grens tussen goede en slechte neutrices niet scherp té '
trekken, de neutrix M, ingevoerd in de aan steiling 1 toegevoegde
opmerking, is zeker goed te noemen, Eveneens de in (5) voorkomende
neutrix F, ook al is die zeer mager, maar niet de neutrix G die
in (12) optreedt Daarom raad ik het gebruik van de neutrix G af.
Om de ontwikkeling van de neutrixrekening mogelijk te maken, heb
ik een groot aantal Qitgebreide goede neutrices geconstrueerd,
zodat de lezer, na lezing van deze rapporten, putten kan uit een ..
groot reservoir, met behulp waarvan hij een aantal problemen kan
oplossen die, zonder deze neutrices, niet of althans veel moeilijker

oplosbaar zouden zijn.
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II.Geneutraliseerde waarden

81. Definitie van geneutraliseérde waarden.

In de eerste voordracht gepubliceerd onder de subtitel
"Geneutraliseerde sommen" heb ik het neutrixbegrip ingevoerd,
waarbij ik miJ tot sommen beperkt heb. In deze voordracht
ga 1k het genoemde begrip verder ontwikkelen.

Zij Hﬂ een eens en voor al gegeven additieve groep. Dat
wil zeggen dat voor elk tweetal tot die verzameling behoren-
de elementen « en g de som «+pB en het verschil o ﬁ we -
derom elementen van die verzameling zijn, waorblg de optel-
ling en de aftrekking de bekende eigenschappen bezitten. Ik
noem de verzamelingkﬂO de wasrdegroep, in verband met het
felt dat ledere in deze voordrachtenreeks voorkomende functie
ultsluitend waarden aanneemt die totﬁﬁo behoren. In de regel
kies ik als waardegroep de verzameling van de bestaanbare of
de verzameling van de complexe getallen, zodat dan "functie"
betekent "bestaanbare functie" of "complexe functie"

ZijJC een willekeurige gegeven niet-lege verzameling.
Een functie f(%) met domein J¥ is een functie gedefinieerd
voor elk element ? van /¥ ; volgens bovenstaande afspraak
is dan f(%) voor elk element ¥ vanJﬁf een element van de
gekozen waardengroep Twee functies f(?) en g(g) met eenzelf -
de domein bezitten dus steeds een som f(g) + g(?) en een
verschil f(g) - g ?) met de bekende eigenschappen.

Een additieve groep W gevormd door functies £ f) met
domein J¥ heet een neutrix als de functie, die identiek nul
is, de enigé tot N behorende constante functie is. o
Anders uitgedrukt: als een toﬁ een neutrix behorende functie

;) voor elk element ? van 7¢ eenzelfde waarde aanneemt,
dan is die waarde het nulelement van de waardengroep N
heet de neutrix met domein 7% en veranderlijke ¥ . De tot
N behorende functies heten in N verwsarloosbaar.

Waar geen misverstand te vrezen is, schrijven wij kort-
weg N inplaats van W. | B
Zi3 f(%) een functie met domein Z¥ die geSchrévéﬁ kan
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worden als een som 3’+ V(%), waarin /’onafhankelijk van 5 is
en waarin v(f) verwaarloosbasr in N is., Als de functie f(¥)
en de neutrix N gegeven zijn, dan is de constantej’ondubbel—
zinnig bepacld. Immers als bovendicn gegeven 1is £ ( ;) “d 4+
(?), waarin jﬂiconstant en V( f) verwaarloosbaar in N is,
den is de in N verwaarloosbare functie Vﬂ(Z) - V( ) gelijk
aan de constante ﬂ jﬂ, zodat deze constante gellg& aan nul,
dusJ’ /A is. Het gronddenkbeeld van de neutrixrekening is
dat verwaarloosbare termen ook werkellgk verwaarloosd worden.
Dat impliceert dat in de formule f (5) =4+ V(?) de term
V(;) verwaarloosd mag worden. Natuurlijk mogen wij niet
schrijven f(f) =), want dat is niet wasr, afgezien van het
uitzonderingsgeval datw(?) 1d¢nt1ek nul is, ‘maer dan valt er
niets te verwasrlozen.
. Bovendien, omdat j’onafhankellgk van ? 1sy moeten wij een no-
tatie kiezen, waarblj in het llnkerlld de letter ? niet meer
voqugmta Verder moet de lezer er opmerkzzam op gemaakt worden
dat functies die tot de gegeven neutrix N behoren, verwaar-
loosd worden, zodat ih'het 1iﬁkerlid de nieuwe notatie op de
een of andere manler dle neutrlx N moet vernelden. Zoals ik
in voordracht I ultvoerlg ulteengezet heb, heeft hetzelfde
notatleprobleem 21ch reeds lang geleden in de theorig ven de

onelndlge reeksen voorgedaan Ultgaande van de som St van de
="
: % gerste. termen ener reeks ? geheel 0) hebben WlJ cen nota-

tiernodig om: de som ven de oneindige reeks ‘aan te duiden. In
dit geval vervangen wij de veranderlleeZ door het symboolcn
hetwelk aangeeft dat functies van % die bij onbegrensd asn~
groelende: ? tot nul naderen verwaarloosd worden. In nh2t al-~
gemene geval gaan wij op dezelfde manler te werk In heu
.rechterlid van.de betrekking f(%) =¥ + V(?\ schrappen wij

de. verwaarloosbare. term V(?) ~maar, ter waarscthlng, wordt
in het linkerlid } overal vervangen door de lettar N, dezelf—
de letter als die welke de neutrix N aanduidt, zodat de 1ezer
onmlddelllgk zlet welke termen verwaurloosd mogen worden
Merk .op -dat .de letter ? vervangen wordt door d: 1le tter N
zonder horizontale streep. De twee formules f(?) /’+ ¥ ( %)
en f(w) =} hebben precies deze;fde:betekenls,.Dc,nqtatle

ol
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£(N) =} is korter, vooral indien de verwaarloosbare functie
V(?) zeer ingewikkeld is, zoals vack het geval is. Het wer-
ken met betrekkingen van de gedaante £(N) =/ is dan ook vask
veel eenvoudiger dan het manipuleren met de overeenkoms tige
relaties £(§) ==J'&- V(?), Wij noemen ;'de geneutraliseerde
waarde die f£(¥) in § = N aanneemt, maar dit is slechts een
uitdrukkingswijze die gemskshalve wordt ingevoerd.

Er zijn functies f(?) die niet geschreveh kunnen worden
als een som ) + 3/(%), waarin j’qnafhankelijk van § en waar-
in V(;) verwaarloosbasr in N is. Voor zodanige functies
wordt f(N) voorlopig niet gedefinieerd.

-Voorbeeld 1:Als,f(N) en g(N) bestaan, dan hebben de functies
s(5) = £(5)+ () env(y) - £(§) - e(§)
de elgenschap dat s(N) en v(N) bestaan, en daarbij is dan
s(N) = £(N) + g(N) en v(N) = £(N) - g(N), .
Immers, -dan is voor elk element ? ven het domein J¢
B(5) =t + n(p)  em s(p) = &)+ wy(p),
waarin v, (%) en Vg(}) verwaarloosbasr in N'zijn,'dus
s(¥) = £(N) + g(N) + #3(F) env(y) = £(W) - g(N) + ¥, (),
waarin ’ '
2s(1) = (D) (5 en w(5) = w(s) - wg(g)

verwaarloosbaar in N zijn., Hieruit volgt de bewerlng

Dit voorbeeld toont aan dat in de neutrlxrekenlng de
optelling en de aftrokking asn de bekende rekenregels voldoen.

In het bijzonder: als f(N) bestaat, dan heeft de func-
tie u(?) =k f(?) voor elk geheel getal k de eigenschap dat
u(N) bestaat en gelijk is aan k f(N)

Als f£(N) bestasat en v ;) }),dan is het mogellgk
dat v(N) niet bestast, masr als V(N) bestaat, dan is
v(N) = 3£(N); de laatste betrekking is identiek met 2v(N) f(N)n
Om te laten zien dat v(N) niet altijd bestaat, beschouwen
wij de neutrix N met domein 0 2 § £ 1, die gevormd wordt door
de functies 0, + ; s F 2; s e e Dan is N=0, omdat §‘=o+ ¥,
waarin de laatste. term verwaarloosbaar in N is. Aan de an-
dere kant, 2N bestaat niet, omdat %% niet geschreven kan
worden sls een som j} + z}(?), waarin J onafhankelijk ven

en wasrin » (%) een der functies +5 . £2F ... 18,
Als f(N) en v(N) bestasn, wasrin v(?) = %f(?), dan is
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v(N) =% £(N), want uit
f(;) v(}‘) + v(?) volgt £(N) = v(N) + v(N) = 2v(N).
In het hierboven beschouwde geval ven de neutrix N en de

verwaarloosbare functies O, + § ,+ 2 ; ,.... hebben wij een
voorbeeld dat het geen aanbeveling verdient in de notatie van
deze neutrix de horizontale streep weg te laten. Immers in dat
geval heeft N een andere betekenis, namelijk N=0. Het verschijn-
sel dat bij weglaten van de horizontale streep een misverstand
kan optreden komt echter zd zelden voor, dat bijna steeds de
horizontale streep boven de een neutrix aanduidende letter kan
worden weggelaten. Dit zullen wij dan ook in de regel doen.

8 2. Over het gebruik van twee of meer neutrices tegelijkertijd.

-Beschouw twee neutrices M en N met domeinen d?? en 7% en met
onafhankell jk veranderli jken ? en % . Beschouw verder een func-
tie f(% , %) gedefinieerd voor elk element ¥ ven @Y en elk
element v van 7€ die geschreven kan worden als een som
() £y, m) =+ »0) + wl§.7),
waarin / onafhankeli jk van % en n is, waarin v (%) een van ?
‘onafhankeli jke, in N verwaarloosbare functie voorstelt en waar-
in tenslotte /b(? » M ),voor elk gegeven element % van ¥ , een
in M verwaarloosbare functie van ? asnduidt. Bij gegeven functie
£( %, q) en bij gegeven neutrices M en N is de constante ﬁV
ondubbelzinnig bepaald, want als bovendien gegeven is

f(‘i;"?)z /1+ Vq("?)"'/“fq(?:"’Z)a

waarin /H,onafhankelijk van § en is, waarin quq) een van
% onafhankeli jke, in N verwaarloosbare functie van  voorstelt
en waarin tenslotte /wq(? » %), voor elk gegeven element % van
¢ , een in M verwaarloosbare functie van ; asnduidt, dan is

S == 2l + oy %), o
waarin Vé(@) = V() + v(n) verwsarloosbaar in N is en
waarin /Lg(?‘,o?),= /”1(? sm) = §,m ), voor elk gegeven
element 7 van € , verwaarloosbaar in M is. De in de neutrix
M verwaarloosbare functie /@2(3 ;oz) isVonafhankelijkbvan ?',
dus identiek gelijk aan nul. Hieruit volgt dat de in N

F
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verwaarloosbare functie v,(») gelijk is aan de constante
J ~f+, zodat deze constante gelijk asn nul, dust /% is.

Volgens. de in de vorige paragraef gemaakte afspraak mo-
gen wij in het rechterlid van (l) de 1n M verwsarloosbare
term‘ﬂ(; %) weglaten, als wij dan mear, ter waarschuwing,
in het linkerlid 5 door M vervangen. Aldus krijgen wij voor
elk element % van 7¥
- (2) | £ (M, =+ ().

Hebben wij nu het recht om 1in het rechterlid de in N
verwaarloogbare term v(q) weg te laten en in het linkerlid
n door N te vervangen?

Hier schuillt een gevaar. Het is namelijk mogelijk dat
£(%,7) ook in de gedaante

£(ym) = FT e u"(5) + o7 m)
geschreven kan worden, waarin j’ onafhankelijk van § en 7
is, waarln‘ﬁo(g een van % onafhenkelijke, in M verwaarloosba-
re functie van § voorstelt en waarin tenslotte »*(§,+)
voor elk gegeven element ? van #¥ , een in N verwaarloosbare
functie van -y voorstelt. In dat geval is voor elk element

2 van 7Y ‘
(3) £(5,0) = ) e (s
Indien wij het recht hadden het in (2) voorkomende getaldk
met £(M,N) aan te duiden, dan zouden wij met hetzelfde recht
voor het in (3) optredende getal /’ dezelfde notatie vinden.
Dit zou tot misverstand kunnen voeren, omdat, zoals wij zo
dadelijk zullen zien, de conscanterlj’eh /ﬁéniet noodzakeli jk
gelijk zijn. In de eerste redenering, die tot het antwoord
/ voert, heeft de neutrix M de voorrang. Dit betekent dat
eerst de in M verwsarloosbare tefm/a(g,q), daarna pas de in
N verwaarloosbare term v(y¢) verwaarloosd wordt.
In de tweede redenering, die tot het antwoord /ﬁévoertg'heeft
de neutrix N de voorrang, omdat eerst de in N verwaarloos-
bare term »% ? 7), daarna pas de in M verwsarloosbare term
}b ?) verwaarloosd wordt. De volgorde, die invloed op het
reésultaat hebben kan, moet dus op de een of andere manier
~in de notatie worden vermeld. In verband hiermede maak ik
dé;volgende afspraak: als in een formule twee neutrices
M en N tegelijkertijd voorkomen, wearbij M de voorrang heeft,
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dan wordt in de formule N vah een accent vobrzieno Dus
J=£(MN") en FF=£(1,N). | |

Bedenk dat in deze notatie N!' de neutrix N aanduidt en dat
het accent alleen de volgorde der twee neutrices M en N
aanduidt. o | -

Het verschijnsel dat de volgorde invloed op hef resul=
taat heeft, treedt reeds in de klessieke analyse op. In-
dien f en 7 positieve, tot nul naderende getallen voorstel-
len, dan is
- lim limé"? =0 en 1lim 1lim ‘{2 =

70 j=> j+0 770

Dus als de neutrix M gevormd wordt door de functies van ?
die voor gw%o tot nul naderen en als de neutrix N gevormd
wordt door de functies vanw die voor » —+0 tot nul naderen,
dan 1is

M 20 en mN =1,

Indlen de volgorde der neutrices geen invloed op het
resultaat heeft, dat wil zeggen als /= /’ is, dan duilden
wij die gemeenschappelijke waarde kortweg met f£(M,N) aan,
zodat dan geen accent ingevoerd wordt. Dit geval treedt
bijv. op als | o

£(5.m) = f - a(5) + v(n),

' waarin,u(?) een van # onafhankelijke, in M verwaarloosbare
functie van ; voorstelt en waarin »(%) een van ¥ onafhan-
kellgke, in N verwaarloosbare functie van % voorstelt;
dan duiden wij dus /’aan.mot o(M,N) .

Op overeenkomstige manier behandelen wij functies van
.drle of meer onafhankellgke veranderlijken. Stel M,N en
P 21Jn neutrices met matrices #¥ ,7¢ en P en met on-
afnankellgk veranderlleen ;2 en T . Stel verder

£(§.7,5) =4 +m(5) + 0.5) F {5575 5)

waarin f’onafhankellak van §,7 eny 1is, waarin w(§) een
van E en onafhankelijke, in P verwasrloosbare functie
van § voorstelt, waarin »(7,§), voor elk element ?'van}?
een van ? onafhankellee, in N verwaarloosbare functie van
% aanduidt en waarin tenslotte £(%,m,%), voor elk ele-
ment 9 van 7€ en elk‘elenent j van}?, een in M verwaar-
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loosbare functie van ? aangeeft. Dan schrijven wij
/’zf(M N',P").
Een neutrix zonder accent heefu de voorrang boven een neu-
trix met €én accent €¢en neutrix met één accent heeft de
.voorrang boven ‘éen neutrix me* twee accenten,enz. '
Als de volgorde van de neutrlces M en N geen 1nvloed
op het resultast heeft, dan mogen wij schri jven

J/" f(Mﬂ-\TﬁP ) L . .
Als de volgorde ven N en P geen invloed heeft,dan mogen wij
/ f(M,N',P)

schrijven.Als de keuze van de volgorde van de drie neutri-
ces M,N,P geen invloed heeft, dan mogen wij
(4) 4= £(M,N,P)
schrijven. In het bijzonder, als

(50,5 =)+ mly) + v(n) + w(y),
waar1n4#;?) onafhankelijk van 4 en§ en verwaarloosbaar in
M is, als v@y) onafhankelijk van } en { en verwaarloosbaar in
N is en als tenslotte w(g) onafhankeli jk van ? en % en ver-
waarloosbaar in P is, dan geldt de notatie (4).

8 3. Over een vergroting van een neutrix.

Een vergroting V van een neutrix N is een neutrix met het-
zelfde domein en met dezelfde veranderlijke zodanig dat elke
in N verwaarloosbare functie ook in V verwsarloosbsar is.

Dus iedere neutrix is een vergroting van zichzelf,
Voorbeeld 2: Als f(V) bestaat, dan bestaat f(V) voor Ledere
vergroting V van N, en dan is f(V) £(N),

Immers uit f£(N) =) volgt dat f( ;) - /’9 voor elk ele-
ment ? van het domein van N, een in N verwaarloosbare functie

van ? s dus ook een in V verwasrloosbare functie van 5
voorstelt, waaruit volgt f£(V) = aw v

- In de voorbeelden 3,4 en 5 stelt N een neutrix voor met .
domein 7Y encveranderllgke } zodanig dat elke in N verwaar-
loosbare functie y(}) en ellc geheel positief getal k de ei-

genschap bezitten dat FL—‘ eveneens verwaarloosbasar in N

15 dit-heeft tengevolge dat rv(%) voor ieder  rationasal getal
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r verwaarloosbaar in N is.
Voorbeeld 3: Als ‘(%) voor elk element § van J¥ gedefinieerd

is en f(N) niet bestast, en 8ls y een willekeurig element

van de waardengroep}%o voorstelt dan 1s het mogelljk een

vergrotlng V van N te vinden met de elgenschap £(V) =/

en met de ewgensohap dat voor iedere 1n V verwaarloosbare

functie @ 5\ en voor ieder rationaal getal r het produkt

r@(g) verwasrloosbaar in V is.
ng zullen laten zien dat de functies ;) + 7 (?)ejﬁ,
waarin de termen V(?) willekeurige in N verwaarloosbare

functies voorstellen én waarin r de rij der rationale getal-
len doorloopt een verzameling V met de verlangde eigen-
schappen vormen. Door r=O'te kiezen, zien wij dat elke in N
verwaarloosbare functie v(g) tot V behoort. Indien een tot

V behorende functie »(§) + r(£(%) 1/ﬁ voor elk element § van
het domein van N dezelfde waarde /’ acnneemt, dan is r;O,

-y - e

verwaarloosbaar in N zou zijn, zodat f(%) voor % = N de

omdat andcws . v ?)

waarde¢f4- = zZou aannemen, in tegenspraak met de veronder-
stelling dat ©(N) niet bestsat.
Uit r = O volgt dat de in de neutrix N verwaarloosbsare func-
tie V(}) gelijk is aen de constante jﬁi.zodat deze constan-
. te nul is. Aldus hebben wij aangetoond dat V een neutrix en
dus een vergroting van N is. Uit de definitie van V blijkt
tevens dat voor iedere in V verwazsrloosbare functie w(g) en
voor elk rationaal getal N heb produxup p(?) tot V b‘el"loor{’c;“°
Tenslotte, door v ?) =0Oenr =1 ‘te kiezen, zien wij dat.
f(z, -/ verwaarlooabaar is in @ , zodat

E(5) =g (205 =)
voor . =V de wesrde ) sanneemt. »
Voorbeeld 4: Indien fq(?),nqu., fm ( }) m_geheel £ 1) voor
elkielgment ?Hvan 7€ gedefinieerd zijn, den is het mogelijk

een vergroting V van N te vinden zodanig dat f,‘(V),;° ,fm( V)

bestaan en dat elke in V verwasrloosbare functie @( ) en elk

rationaal getal r de eigenschap bezitten dat het produkt

rf¢(;J_verwaarloosbaar in V is.
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Deze bewering is evident voor m=1, want in dat geval kunnen
wij, als f, (N) bestaat V = N kiezen en, als f,(N) niet be-
staat, v klezen met behulp van het voorgaande voorbeeld ng
mogen dus veronderstellen dat m = 2 is en dat wij ‘reeds
een ver@rotinng van N gevonden hebben zodanig dat f (M),,,.°
fm (M) bestean en dat elke in M verwaarloosbare functle

) en elk rationaal getal r de eigenschap bezitten dat het
produkt qﬂ(%) verwaarloosbaar in M is. Indien £ (M) bestaat,
dan bezit V=M de verlangde elgenschpppen Indlen f (M) niet
bcstaat dan vinden wij met behulp van het voorgaande Vooy -
beeld een vergroting V van M waarvoor f (V) bestaat, zoda-
nig dat eWKe in V verwaarloosbare LUHCtle ¢(%) en elk ratio-
nasl getal r de eigenschap bezitten dat het predukt gm(g)
verwaarloosbaaryln V is., V 1s een vergroting van de vergro-
ting I ven N, dug zeker een vergroting van N, Volgens voor-
beeld - is fh(M) = fh(v) (h = 1,2J°,,3m~1}, zodat niet al-
leen fm(v), maar ook fq(v),,aQ“,fmmq(v) bestaan. Hieruit
blijkt dat V de»hlerboven geformuleerde voorwaarden vervult.

Voorbeeld 5: Als op 7% aftelboar oneindig veel functies

fh(%) (h=1,2,. .) gedefinicerd zijn, dan is het mogelijk een
vergroting V van N te vinden zo dat fh(V) (h=1,2,...) bestaan
en dat elke in V verwsarloosbare funciie ¢(§) en elk ratio-

naal getal r de eigenschap hezitten dat het produkt r@ ;)

vorwaarloosbaav in V. is.

On dit te bewijzen cduiden wij de in het vborg€@nde
voorbeeld geconstrueerde verzameling V met Vm aan. Dan is
Vm%jl €en vergroting van V _. D2 functies ¢(%), die tot min-
stens een der verzamelingen V. Vo, . ..behoren, vormen een
verzzeling V me% dz ve: 1onfde elgenschsppen. V is een neu-
Trix, want als een tot V behorende functie @ ;; gelijk is
gen een constonte, dan behoort ¢(§) tot minstens één neutrix
Vm’ zo dat cde renoemde COﬂbE&ﬂtF nul is. V is eer vergroting
ven V,, dus ven N. Indien @(z) verwaarloosbaar in V is, dan
is die functie verwaarloosbasr in minstens een der neutri-

ces VP zogat Lij elke Vrvmo van het wationsle getal - het

iig

produkt r@(?) Tot 7m dus tot V behoort. Tenslotte, bij iedere
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keuze van de gehele positieve getal h, bestaat fh(V ), .du

ook het daaraan gelijke getal f ( ). Hieruit blijkt dat V

de gestelde eisen vervultn | |
Opmerking: Zelfs als een niet-aftelbare verzameling van

opd¥ gedefinieerde functies gegeven is, dan bestaat er een

vergroting V. van N met de eigenschap dat elke tot die verza-

~meling beheorende functie in V een geneutraliseerde waarde
aanneemt, maar in dit algemene existentiebewl js moet het
keuzeaxioma worden toegepast, zodat de redenering niet con-
Structief is. '
De volgende beschouwingen dienen om de betekenis van de
voorgaande voorbeelden toe te lichten. In de regel treden in
de analyse, bij de oplossing van een probleem, een of meer
functies op. Daarbij kunnen twee soorten problemen onder-
scheiden worden, =zoals uit het volgende voorbeeld blijkt.
Jerste probleem: Als f(x) voor elke bestaanbare x een

continue bestaanbare functie voorstelt, welke wearde neemt
den in het punt x = 1 de bestaanbsre functie y(x) aan, die
in cde oorsprong de waarde nul bezit en voor elke bestaenba-~
re X gsn de differentisalvergelijking

voldoet?

Tweede probleem: Bepsal de genocemde functie y(x) voor

elke bestaanbare x.
Het antwoord is bij het tweede probleem

X

. 3
7(x) = (O/ £(t) at)’,

dus bij het eerste probleem

1

3
y(1) = <Of £(t) dt)

Voor de beantwoording van het tweede probleem moet de func-
tie f{x) voor elke bestaanbare x gegeven zijn, maar voor de
beantwoordlng van net cerste probleem behoeven wij niet de
functie f(x) zelf te kennen, doch alleen de constente
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(5) . - o’/ £(t) dst.

In het eerste probleem kunnen wlj dus deze constante be-
schouwen als de represontant ven de functie f(x). Die con-
stante treedt in de plasts van de misschien zeer ingeWikkel-
~de functie f(x) op, althans in zoverre dat de kennis van
deze ~constante voldoende is voor de oplossing van dit spe01~
ale probleem. '
~In het, tweede probleem heceft f(x) geen constante represen-
tant, omdat nu eenmaszl voor de oplossing van dat probleem
£(x) voor elke bestaanbare x bekend moet zijn.

Onder een probleem van de eerste soort versta ik een
probleem in wiens oplossing een of meer functies optreden
die- een constante representant hezitten. In dat geval is
het voor de oploscing van het probleem niet nodig die func-
ties. zelf te kennen, meer kunnen wij volstasan met de bere-
kening van hun constante representanten. Dit denkbeeld wordt
‘in de analys= algemeen toegepast, en wel met behulp van ope~
ratoren, zoals grensovergang; differentistie, integratie
(zie bijv. (5)), enz. Masr die operatoren kunnen lang niet
altijd toegepast worden. Het kan gebeuren dat de in aanmer—
king komende limiet niet bestast, dst de functie die voor
differentiatie of integratie in asnmerking komt,niet diffe-
rentieerbaer of integreerbaar is, enz. Dat zit hem in het
feit, da®.in de klassicke analyse overal bordjes stdan en
ook moeten gtainimet opschrift "Toegang verboden", maar dat
dwingt orns tot een etrenge restrictie, strenger dan in wer-
kelijkheid nodig ig. Immers uit dé in deze paragraaf behan-
delde vcorLealden. b: 1jkt dat aan de in de oplossing van een
probleem optredende functies steeds, door middel van ge--
schikt gekozen neutrices, geneutraliseerde - dus constante -
waerden kunnen worden toegekend, zodat in de neutrixreke-
ning een veel groters graad van vrijheid heerst dan in de :
k16081616 analyse. MNatuurlijk moet er nasr gestreefd worden
dat de ingevoerde neutrices zo gekozen worden dat elke al-



26

dus verkregen geneutraliseerde waarde in het ter oplossing
voorgelegde probleem werkelijk de representant is van de
corresponderende functie. Of een constante werkelijk als
representant van een functie kan fungeren, hangt af van

het gestelde probleem, zodat de keuze van de geschikte
neutrices afhankelijk is van de aard van het probleem. In

de neutrixrekening voeren wij ultgebreide neutrices in die
voor ultgebreide klassen van pfoblemen'éan de gestelde eisen
 voldoen.

Er is een nauw verband tussen de in deze paragraaf ge-
geven beschouwingen enerzi jds enihet geneutraliseerde 1li-
mietbegrip aan de andere kant. Stel het domein #¢ bezit een
niet tot 7 behorend limietpunt o . Stel verder dat N de
verzameling voorstelt gevormd door alle op ¢ gedefinieerde
functies V(;) die tot nul naderen als § op 7% tot 2 nadert.
Iedere in N verwaarloosbare functie V(?) en elk rationaal
getal r heeft de eigenschap dat rv(?) voor %w%a tot nul
nadert en dus verwaarloosbsar in N is. Stel de functies
fq(?), fg(f),,go zijn op 4¥ gedefinieerd en V is een ver-
groting van N met de in voorbeeld 5 genocemde eigenschappen.
Dan bestaan de geneutraliseerde waarden fh(V) (h=1,2,..).

- Beschouw nu een willekeurige op ¢ € gedefinieerde functie
g(%) waarvoor g(V) bestaat. In het bijzondere geval dat
g(%) tot een eindige limiet A nadert als } op /¢ tot x na-
~dert, is

(6) g(V) = »,

wantig(%) - nadert tot nul, is dus verwaarloosbaar in N,
derhalve zeker in de vergroting V,zodat g(?) in V de ge-
neutraliseerde waarde » bezit.

In het geval dat g(?) niet tot een eindige limiet na-
dert als % op 7€ tot & nadert, kunnen wij derhalve g(V) de
gegeneraliseerde limiet van g(}) noemen en wij kunnen schrij-
ven ’ ‘

g%eglimo g(k‘g’) = g(V) ,
maar men ‘moet daarbij bedenken dat de gegeneraliseerde 1li-
miet’van de keuze van de neutrix V kan afhangen. Uit voor-
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beeld 5 blijkt dat voor elk der functies fq(f), g),,a,,
deze gegeneraliseerde limiet bestaat. Dit verschlgnsel kan,
enigszing onnauwkeurig, geformuleerd worden door te zeggen
dat iedere gegeneraliseerde limiet bestaat, dus dat iedere
functie, in de gegeneraliseerde zin beschouwd, differenti-
eerbaar, integreerbaar is, enz.

Bijvoorbeeld als de neutrix V met domein O< % £ 1 ge-
vormd wordt door de functies van de gedaante = g),
waarin de coexflclenten ¢ willekeurige constanten voor-
stellen en waarin a( ) een-willekeurige in het interval
0 < §—~’1gedef1nleerde functie voorstelt die voor §-+0
tot nul nadert, dan is

gen.lim, cot §v=
f~+0

omdat

S L. Definitie van geneutraliseerde contourintegralen.

2ij I' een in het complexe vlak of op een Riemann opper -
vlak gelegen continue rectificeerbare kromme met een niet
tot P behorend beginpunt a en een eindpunt b. Voorlopig
doet het er niet toe of het eindpunt al dan niet tot de
kromme behoort. De punten a en b mogen in het oneindige lig-
gen. Z1ij /U een boog van [' met beginpunt a.
Indien de functies fh(z) ( h=1,2,..) op I" gedefinieerd en
voor elk op J¥ gelegen punt ? integreerbaar langs [' vaen }
naar b zijn, dan is het volgens voorbeeld 5 mogelijk een
neutrix N met domein 7€ en veranderlijke_} te vinden zoda-
nig dat de functie

b
(7) é‘ fh(z) dz (h=1,2,...)

voor }'~ N een geneutraliseecrde wasrde J'h aanneemt en dat
N. 1edere op 7€ gedefinieerde functie van f bevat die tot
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nul nadert als § op #¥ tot a nadert. Om dat in te zien,
vervangen wij in het genoemde voorbeeld de neutrix N door
de verzameling gevormd door de op &¢ gedefinieerdekfunoties
.van § die voor {-+a tot nul naderen.

..=+De hierboven geconstrueerde neutrix N heeft de eigen-
schap dat

b
N[ £,(2) dz =4, (h=1,2,....)

is en dat voor iedere langs I' van a nasr b integreerbare
functie g(z) de betrekking

b b

S e(z) az = [ g(z) az
N a
geldt, omdat
b b
f g(z) dz - f‘ g(z) dz
? a

voor %mﬁ'a tot nul nadert en dus verwaarloosbaar in N is.
Dit heeft tengevolge dat de klassieke integraslrekening een
bijzonder geval is van de geneutraliseerde integraalrekée-
ning die met behulp van deze neutrix kan worden opgebouwd.
In het bovenstaande hebben wij geneutraliseerde inte-
gralen ingevoerd wasrvan de ondergrens een neutrix is. Na-
tuurlijk kunnen wij op overeenkomstige manier integralen
invoeren wsarvan de bovengrens een neutrix is. Daartoe be-
schouwen wij een in het complexe vlak of op een Riemsann
oppervlak gelegen continue rectificeerbare kromme ' met een
niet tot [' behorend eindpunt b en een beginpunt a. Zij &Y
een boog van ' met eindpunt b. Indien de functies fh(z)
(h= ,2,...) op I" gedefinieerd en voor elk op#7¢ gelegen
punt integreérbaar langs " van a naar % zijn, dan voeren
wij met behulp van voorbeeld 5 een neutrix M met domein 27T
en veranderlijke % in zodanig dat

i

‘ fﬂ £, (z) az (h=1,2,....)
a

in'Wﬁ= M een geneutraliseerde waarde /;ﬂ asnneemt en dat
M iedere op #* gedefinieerde functie van % bevat die tot



29
nul nadert als o opd?C tot b nadert. Dan is

M G
/ r,(z) az = f, © (h=1,2,....)
a : D

.en iedere langs I' van a naar b integreerbare functie
g(z) voldoet asn de betrekking

M b
J oe(x) @z = [ g(2) az

a
Tenslotte kunnen wi j contourlntegralen 1nvoeren waar-
van beide grenzen neutrices zijn. Indien een kromme F met
beglnpunt a en eindpunt b een punt p bevat, zodanig dat de
1ntegralen

S t(z) 6z en fM £ (z) dz

N ; P
- beide bestaan, dan duiden wij hun som met
@8 [M £(z) dz
N
~asn. Merk daarblg op dat deze som onafhankelle is van de
keuze van ‘het punt p en dat de volgorde der neutrices N en M,
waarvan in § 2 gesproken is, geen invloed op de som heeft,
' zodat het niet nodlg is om in de notatie een dezer neutri-
ces van een accent te voorzien. Als (8) bestast, dan heet
£(z) integreerbasr langs I' van N nasr M.

Bovenstaande theorie steunt op voorbeeld 5, maar in de
_praktijk gaan wij juist andersom te werk. Daar gaan wij uit
van uitgebreide neutrices N en M en beschouwen dan vervolgens

. de functies die langs de gegeven integratieweg integreer-

 baar zijn van N naar M. Voorbeelden van dergeli jke uitge-
‘breide neutrices vindt de lezer in de volgende voordracht
gewljd aan Hadamard neutrices die van een drager voorzien
zijn.
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§ 5. Isomorphe neutrices.

Beschouw twee neutrices N en M, resp. met domein 2%
en 7/t en met onafhankelijk veranderllgken § en % . Die
twee neutrices heten isomorph, als het mogelijk 1s tussen
de elementen § van #¢¥ en de elementen % van a7t een (1,1)
verwantschap
(9) S =pl):  m=2(5)
te leggen, zodanig dat iedere in N verwaarloosbare func-
tie V(;) de eigenschap bezit dat ¥(e(n)) een in M ver-
waarloosbare functie van % voorstelt, terwijl bovendien
iedere in M verwaarloosbare functie (7) de eigenschap
bezit dat /M.X(;)) een in N verwaarloosbare functie van
; voorstelt.

Voorbeeld 6 Stel Jt endd? zijn twee verzamelingen
zodanig dat het mogelijk is een (1, 1) verwsntschap (9) te

vinden tussen de elementen % van ¢ en de elementen » van
72¢ . Zij N een neutrix met domein 2¥ . Zij M een verza-

meling van functies gedefinieerd op 7¢ zodanig dast iedere

in N verwaarloosbare functie V(?) de eigenschap bezit dat
v (p(%)) een tot M behorende functie van » voorstelt en

dat. iedere tot M behorende functie u(v) de eigenschap bezit

dat,u(x(g)) verwaarloosbaar in N is. Dan is M een neutrix,

dus een met N isomorphe neutrix.

Om te bewijzen dat M een additie&e groep is, beschou-
wen wij twee willekeurige tot die veréameling behorende
functies u(%n) en a’(»). Dan zijn volgens veronderstelling
,w(x(§)) en /w%(z(g)) verwaarloosbaér in de neutrix N,
waaruit blijkt dat ook de som en het verschil van die twee
functies verwaarloosbaar in N zijn. Volgens veronderstel-
ling behoren dan u(n) + (%) en u{n) - w*(n) tot M, zodat
M een additieve groep is.

Tenslotte moeten wij nog santonen: indien een tot M
behorende functie u(%) gelijk is aan een constante J » dan
is f/= 0.

Dit is evident, want dan is de in N verwaarloosbare func-
tie A(} %)) voor elk element ? van 2¢ gelijk aan } , zo-
dat )’— 0 is.



(1)

(2)

LIT. Hadamardneutrices met een drager

8 1. Het oneindige deel ven. een integrasl.

De meutrices wasraan deze voordfacht is gew13d 2130 ge -

‘noemd naar de Franse wiskundige dle in zijn onderzoeklngen
-‘over het Cauchyprobleem in de theorle der partlele differen-

tlaalvergellgklngen aan zekere dlvefgente 1ntegralen een on-
dubbelzlnnlg bepzalde elndlge waafde toekent welke hlJ het
"eindige deel" van deflntegraal noemt,

‘Beschouw bijvoorbeeld de integraal

c s 126- ¢ s s S voor s # Oj

2
cj' xsuqu =
§

hierin is % > 0; s is een gegeven bestsanbaar getal en de

¢ log 2 - ¢ log ? voor s = O

coefflclenten ¢ stellen willekeurige complexe getallen voor.
In het geval ¢ # 0O convergeert
2

c j“ xs_qldxb

O

4; dan en alleen dan als $ » 0. In het geval s < O groeit .

g™ ?S voor § -+ O onbegrensd aan, terwijl eveneens -log §

onbegrensd aangroelt In het geval s < 0; ¢ # O noemt Hada-

mard de term c s s het eindige,, de term -c s -1 ;'S

; het on-
eindige deel van de integrasl. In het gevsl s=0, c # 0 heten
¢ log 2 en -c 1og‘% het eindigeé, resp. het oneindige deel
van de 1ncegraa1 _ :

Hadamard verwasrloost overal de onelndlge delen. In andere
woorden: in het geval s O kent hij asn (2) de wasrde toe die

gelijk is aan het eindige deel van de integraal. Dat betekenc

-dat (2) in nhet geval s< O de waarde cs 12S; in het_éev@iﬁ
‘8= 0 de waarde ¢ log 2 krlggt ) |

Dat in de door Hademard behandelde gevallen de ver-
waecrlozing van de oneindige delen nooit tot een tegenspraak
kan voeren, is zd duideli jk dat die Verwaor1021ng daar geen
rechtvaardiging behoeft. In de door ons behandelde, trouwens
veel ingewikkelder gevallen, beroepen wij ons op. het volgen-
de feit: indien s # 0 en cs”q‘;S in een 1nterval 0 < < B

~gelijk is aan een van ¥ onafhankelle getal jf dan 1sJ’O
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Indieng,log“}'in-o < §<,3 gelijk -is aan een constante } ,

dan ﬂsj’eveneens‘gelﬁjk aan nul. Dus de functies die voor

s # 0 de gedaante cs ; S voor s = O de gedaante c log §

bezitten, waarin de coefficienten ¢ willekeurige complexe

getallen voorstellen, vormen een neutrix H. Volgens de in

:é 1 van voordracht II gemaakte afspraak mogen wij die func-

ties in het rechterlid van (1) verwaarlozen, als wij dan maar

in het linkerlid de letter f vervangen door H. Aldus vinden

wij voor elke bestaanbare s '
-1 s

2 cs 2
c f xs_ﬂ dx = {
H

c log 2 voor & = O,

voor & # O

Het feit dat de door Hadamard verwaarloosde delen
steeds in absolute waarde onbegrensd aangroeien is niet het
karakteristieke kenmerk van het genoemde verschijnsel.
Trouwens voor positieve s zijn het juist de tot nul naderen- .
de termen die verwaarloosd worden, maar dat wekt geen ver-
wondering omdat dat in de klassieke analyse te doen gebrui~ 
kelijk is. Maar bovenstaande redenering blijft gelden voor
willekeurige complexe s, zodat wij bijvoorbeeld vinden

2 . : e
j xﬂo l‘qu = - T% i (cos 10 log 2 + i sin 1.0 log 2).
. i

In dit geval heeft de verwaarloosde term

q~— 1 (cos 10 log % + 1 sin 10 log 5 )

‘ de constante modulus %—~, zodat hier de uitdrukking "on-

eindig deel" niet op hasr plaats is.

Generallsatle van het denkbeeld van Hadamard voert tot
een meer algemene neutrix, die ik in de volgende paragraaf ga
invoeren. '

§ 2. De Hadamardneutrix H, .
Zij B een in het complexe vlak of op een Riemann op-

Dervlgk:gelegen puntverzameling met een in het eindige gele-

gen en niet tot 5  behorend limietpunt a, met de eigenschap

- .
[
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dat een punt § op @ op zodanige wijze continu fbtAavkan
naderen dat arg(f- a) tot'eeh eindige limiet nadert. Ik zeg
dat.-een functie u ?) opﬁi een Hadamard ontwikkeling naar
machten van ? - a bezit als ze opﬁ? gedeflnleerd is en voor

‘de in de‘omgeving vah a opj? gelegen punten.% een asymp-

totische ontwikkeling bezit’ van de gedaante

u(g) _ 5:0:‘ 7 ( i 's./,rh kh .

- % ? a) log (z a),

waarin Zhﬁyfh en kh onafhankeli jk van.% zijn, waarin

Re Ve Voor h-+o0 en waarin verder kh geheel % 0 1is,
Formule (3) betekent dat er bij elk van § onafhankelijk be-
staanbaar getal g een van } onafhankelijk geheel getal v

g £ 0 bestaat met de eigenschap dat bij elk van § onaf-
hankeli jk geheel getal m 2 m; twee van ¥ onafhankeli jke po-
sitieve getallen. c, en & gevonden kunnen worden zodanlg

dat elk op fp gelegen punt ¥ met !? - a§< £ de ongellgkheld

m-

Jatp) - 5 2, (5= 200 T (5 e e, t'a-a.lq
vervult. Het accent in formule (3) aan het somteken toege—
voegd geeft. te kennen dat wij hier met een asymptotische
reeks te maken hebben die dus volstrekt niet behoeft te con-
vergeren.

Indien in de ontwikkeling (3) geen enkele term met

Yh = ky, = O voorkomt, dan spreken wij van een Hadamardont-

wikkeling zonder constante term. De getallen‘wh worden de

exponenten in de Hadamardontw1kke11ng genoemd. Die benaming

gebruiken wij n;eb voor de getallen kh”
Beschouw alle op £ gedefiniecerde functies v(%),: die

voor de in de omgeving van a op B gelegen punten E geschre-

ven kunnen worden als een som ( ) + ﬁ(?),.waarln u( )

op ﬁi een Hadamardontw1kke11ng naar machten van % - a zon~

der constante term bezit en waarin s(%)_tot nul nadert als

'g op £ tot a nadert. o ;

i Wij zullen zo dadeli jk bew1Jzen dat deze functies -

V(;) een neutrix vormen met domein £ en veranderli jke ?
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- Deze neutrix heet de Hadamardneutrix H_ en het punt
a-wordt de drager van de neutrix genoemd.
, N - Indien in. een redenering twee Hadamard neutrices voor-
; komen met dezelfde drager a, maar met verschillende do-
me;nen_gfVmeﬁjverscb;llende veranderlijken, dan zijn die
twee néutrices,niet dezelfden, zodat ze in de notatie
onderschelden moeten worden, leV door de aanw1321ngen
H_en H

2 .
Opmerklng Het is duldelle waarom wij de voorwaarde

ingevoerd hebben dat de Hadamard ontwikkelingen van de
functies u(?),geenvconstante term ¢ # O mogen bevatten,

. want anders. zou de klasse gevormd door de ‘genocemde functies

'#(%)_de functie bevatten die identiek gelijk is asn ¢, zo-
dat die klasse zeker geen neutrix zijn zou.

‘ ~Misschien maakt de lezer de opmerking dat de defini-
4t1e van de neutrix H onnodig ingewikkeld is. Indien wij in
1 (4) .q > 0 kiezen, dan nadert het verschil tussen u(?) en
%: tot nul als ¥ op £ tot a nadert, zodat dit verschil
?node term £ ?) kan worden opgenomen Hetgeen betekent dat
in de deflnltle van H de voorwaarde, dat u(f) op B een
_HadamardontW1kke11ng naar machten van % <~ a zonder constan-
te term bezlt vervangen kan worden door de eenvoudiger

chqnd;tle dat u(§) geschreven kan worden als een eindige som

m - ’ Kk

Z Xh ('r - ‘a)yhlog h (%-—8)

 zonder constante term Toch heb ik bovenstaande deflnltle
fgekozen omdat d1e in de toepa351ngen eenvoudlger blijkt te
| zijn. ' L : T
Ult het bovenstaande volgt dat elke in H verwaarloos—
L>bare functle geschreven kan worden 1n de. vorm

m=t o L ok I

z xh«-ﬁ-ga)‘k“;og{ " (5 ‘—a>"+'a<g>-, o
‘waarin a(;j tot nul nadert ais'? op f tot a nadert.

Dit heeft tpngevolge dat bij elke in H .verwaarloosbare .
functle V(f) een van % onafhankellgk p081t1ef getal q ge-



‘tstelt, waarin p > 1, dsn is de functie

5?worden opgenotien. Ik zal aﬂntoacn dat de som
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vonden kan worden zodanig dat ( ‘Zc--a)q »(§) tot nul nadert,

als ? opJ5 tot a.-nadert. Immers ieder positief getsal g dat

groter is. dan ~Re yfh voor h = O, 1,..., m-1 bezit de ge-
noemde elgenschap.

~De voorwaarde_dat.g opJ5 op zodanige wijze. continu tot
a_kan naderen dat .erg (¥ -a) tot een eindige limiet nadert,
mag worden vervangen door de zwalkkere conditie dat/@ een rij

tot.a naderende punten ‘?' §1juan bevat met de eigen-
schap dat bij onbegrensd aongroelende n arg(f -a) tot een
eindige limiet en Hn = tot 1 nadert.

"Heét is niet voldoende datﬁ? een rij tot a naderende

3

punten ¥ _, §1j¢; Yevat met de eigenschap dat’ arg(z n~a)

VOOr Ne-te tot een’eindige limiet nadert. Tmmers als B de

rij der punten 1, p“q, p”23‘un met limietpunt a = O voor-

2wl
log p
punt ¥ van® gelijk asn 1 en behoort dus zeker niet tot een

voor elk

nevtrix met domein fé , ,
Het bewijs det de klasse gevormd door de genoemde func-

ties }) een neutrix is verloopc als volgt Dle klasse is
Ceken additieve @roep zodat wij alléen behoeven te bew1gzen
indien
m-="1 Ay k v T T ,
N .yt h h i ey
gzg ph (?Jza) log (? -a) 4 a(f) = j’

is, waarin ) onafhankelijk is ven § , dan is /=

Wij mopen sannemzn dat in iedere term Re yfh 20 s, ‘omdat

de eventuele “ermen met Re ¥, > O in de term a(? unnen

r%: 1dentLek

hul £ = D’L 13 voldoende woor het bewijs, omdat dan de con-
stante d gelijk 1s asan Ce toft nul naderende functie e (%),

dex nzlve gel jk is acn nul

oo

EESEr m__”c

In het bewijs dat 2:5 = 0 is, mogen wij veronderstellen

. S
_dau m =7 13 en dat het 'bewijs .reeds geleverd is als
:door een x1e¢nef gehee L getal ;fO vervangen wordt.

_Bgyegg;qn.mogen WLJ:gannemen'Qat'de-som %L. niet twee

h=0



(6)

.m2 getnllen
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termen met hetzelfde getal ¥y, €0 hetzelfde getal kh be-

~ vat, omdat twee zodanige termen kunnen worden samenge-

voegd.

Laat ik eerst het geval behandelen dat in de som

m=1 , . . e s S
57 iedere exponent y, zulver imaginalr 183 en.dat kh-o

- 1=0
"is, Stel ¥y = ip - Beschouw een rij opp tot a naderen-

de punten ?o ?1,5,0, zodanlg dat bij onbegrensd aan-

groelende n arg(% - a) tot een eindige limiet 2 en ver-
-a , .
der Z“Ta tot 1 nadert. Dan is het mogelijk bij elk

positiefgetal p twee tot de rij ? ?1,9, behorende en
tot a naderende punten § en Z* te vinden zodanlg dat
} 5 - 8} tot p nadert. Indien l§,~ml = }% {X[

- a
arg( § - 2) =¢ en arg(g%-d) = ¢* gesteld wordt,dan volgt
ult (5) dat de betrekking

Z’l Xn TP P =4 + o(

geldt; hierin stelt 0( 1) een tot nul naderende functie voor.

Uit ¢ e N en r - 7~ -log p volgt dus voor elke bestaan-
bare p

m-1 ip, log p -ig, r - £, 2

ST e ' D 1, e it By o).

h=0 m-"1

Volgens veronderstelling bevat de som E: niet twee

termen met dezelfde . en dezelfde k Evenhlia bevat die

/ .
som een constante termh Omdat alle ge?allen K, (02 n m-1)
in dit geval nul zijn, zijn dus de m getallen ﬁkl(oéhim—ﬂ)
verschillend én = O, Wij kunnen dus aan het bestaanbare ge-
tal p m waarden p, (1=0,1,...,m~1) geven zodanig dat de

ip.dog nj i i
~1F198 D1 een determinent # O vormen. Uit

(6) volgt dan dat elk van de m getallen A e TIPNT  tot een
eindige limiet <fh nadert, als het tot de "lJ ?o’ % YRR
behorende punt f tot a nadert. Wij hebben hierboven gezien

dat twee tot de rij %, § .. behorende punten fen §*

1 ki
Pn

op zodanige wijze tot a kunnen naderen dat ¥ - T et
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In dat geval nadert dus

N 2 o . R B
' iprT -ippr -wi
Ly @ _ ““/Che
‘ot 'y, en eveneens tot —cfh, Hieruithglgt &Vh = 0, dus
¥, =0 (02hn2m1), zodat de som g{g inderdaad iden-

tiek nul is, |
Laten wij tenslotte het overblijvende geval behande-
len. Stel

min Roy, en k = nax k. .
0fnsmag B 0%n2mpa B
eV¥y=c

=viRIES

Omdat Re y £ 0, is & £ 0., Indien « = 0 is, dan is iedere
Rejyh gelijk asn nul en dus minstens een der getallen kh
positief, omdat het geval Re w, = 0; k=0 (0 £ h 2 m-q)
blerboven reeds behandeld is. Dus als & = O is, dan is

k £

o T eq |
Splits de som .  in twee deelsommerlz% en 3, waarin Z,
" h=o 1 '

L

de bijdrage is der termen met Re'z,vh =6 ; kh = k en waarin
Z:2 dus de bijdrage der overige termen is. In elke term
ven de som J_, is of wel Re y» ¢ of wel Rey, =0

ky >k, zodat iedere term van deze som O |§ -a|® 1logh [% -a]
is. Cok de constente J is oly - a}g log¥ | 5 - a’, omdat of
wel 6 < O of wel ¢ =0; k 21, Uit (5) volgt dus

Z% =:<)i? - alg 1ogk"'T% - afa
Als in iedere term van de som 24 Yy T oo+ I

en bovendien }%— a} = e r;'arg-( ? - 2) = ¢ gesteld wordt,

dan gaat deze formule over in

s T k
Z":X’h e~ 7 1w, v+ (6 + iz )¢ (-r+ 1) h _

) ¢ kc -or _k
o lg-e] 106" |fa] - 0eF LK
en dus, wegens QO —> A



(7)

(9)

it 4 L oix
Z; h . ‘ h
Xhe =O</])'

Hier ontmoeten wij opnieuw het hierboven reeds behan-
delde geval, waarin th door het zulver imaginaire getal

i?ll en waarin de getallen k., door nul vervangen zijn;

h
hierbij is zelfs in zoverre nog de vereenvoudiging op te

merken dat de constante J bovendien door nul vervangen is.
Wij hebben hierboven gezien dat uit (7) volgt dat alle in

de som Z%'voorkomende factor n Xh gelijk aan nul zijn,

-zodat 2:1 identiek nul is. Uit (5) blijkt dan dat

Wy k
T, by (5-2) Tlog My -a) 4 oe(y) =/,

waarin de som 2:2 minder dan m termen bevat. Volgens de
inductieveronderstelling is dan de som 2:2 identiek nul,

_waarmede het bewljs geleverd is. .
Voorbeeld 1: Indien twee verschillende punten a en b ver-

bbnden worden door een continue rectificeerbare kromme T

complexe s

die in:het punt & een raaklijn bezit en die het punt a niet

bevat, dan is voor ieder geheel getal k £ 0 en voor elke

e+
(

(k+1)"1log b-a) voor s = O

b
,f (Z*a)SJl 1ng (z-a) dz =

H 2 \k (b-2)®
a ; ( as) — voor s # O

- De becoeling is dat het domein van H, gevormd wordt
door een boog van I' met “eginpunt a. ' '
 Het bewijs is als volgt. 7oor elk punt § op I' is
. el _
‘f (zua)—/‘logk (z-2) dz = (1«:+’l)“/l log

| kfﬂ (b’a) +
5 .

()T 10gKT (5 -a),

waarbij de laatste term verwaarloosbasr in H, is, hetgeen

de bewering voor s = O geeft. Voor s # O is

a

0

?[ (z-2)%" "1 gz = Lbéili : Lélééli ,
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dus

b
\[ (2_8)5-1 logk (z-8) dz = (é%gyk b-a)” (ﬁ557k' -a)

i

waarin de lastste term gelijk is aan

o k d \k-h h

—hZ:IO () | @ L5 -0® 108 P (5 -a)

en dus wegens s # O verwaarloosbaar in Ha is. Dit geeft de
bewering voor s # 0. '

Formule (8) geeft voor s # O en voor elk geheel getal m £ O
de genoegelijke betrekking

b
(11) J[ _(fgg)m (2_8)3—1 logh (z-a) dz =~ .
g
a
b
B (7§§9m h[ (z-2)®7" 106" (2-a) dz,
SE-
a

‘want het linkerlid is gelijk aan

b - :

. Sh
J (220" 10 0 (5L0)a =) =2l
a
b
. 9 \m
=( DS) v[ (2_8)5—1 1ogk (z-a) dz.
H \
a

Dit 1is alvaest een eenvoudige rekenregel geldig bij ge-
bruik van de neutrix Hao Afzezien van het triviasle geveal
m=0 geldt formule (11) niet in het punt s=0 , omdat de in
het rechterlid voorkomende integrazl blijkens (8) een dis-
continue functie van s in s=0 voorstelt. ,

Zoals reeds herhesalde malen opgemerkt is, worden aan
een goede neutrix bepaalde eisen gesteld betreffende het
principe van analytische voortzetting. Aan dit principe
Zullen hierna, in het bijzonder in 8 4 enige beéchouﬁingen
qorden gewljd, maar hier beperk ik mij tot de volgende op-
merking. In het halfvlak Re g > C stelt



4o

o S
5[ (Z—a)s 1log (z-a) dz = ( ;s)k (bga) =
o k “
= (0-2)* ) (k) {(as e }'logh (b-2)
h=0 |

een analytische functie van s voor, die in het gehele
s-vlak, de oorsprong uitgezonderd, asnalytisch kan worden
voortgezet. De neutrix Hy voldoet aan de eis dat het lin-
kerlid van (8) voor elke complexe s, de oorsprong ultge-
zonderd, die analytische functie voorstelt. Die functie
bezit in de oorsprong een (k+1)-voudige pool, maar toch
neemt het linkerlid van (8) in dat punt een eindige waarde
aan. Trouwens alle geneutraliseerde uitdrukkingen nemen
ultsluitend eindige wsasarden asn. : v ;

Voorbeeld 2: Stel twee verschillende punten a en b worden

verbonden door een continue rectificeerbare kromme ' die

in _het punt a_een raaklijn bezit en die het punt & niet be-

vat., Zijjb een boog van I' met beginpunt a. Indien u(z)

op I' gedefinieerd en langs T integreerbaar is van elk punt
§ vanﬁé naar b en indien u(g) op  een Hadamardontwik-
keling naar machten van ¥ - a bezit, dan bestaat de ge-

neutrallseerde 1ntegraa1

Om dit te bewijzen kiezen wij in formule (4) g » O
en stellen wij

m-"1 v " '
= L Yy (5 -e) Paog B (g 0) +x(y),

zodat r(?) tot nul nadert als 5 op fp tot & nadert. Om-
dat r(z) langs ' ven elk punt f ven fp naar b integreer-
baar is, is dus r(z) lengs I’ van a naar b integreerbaar,

zodat ,
b b

Jf. r(z) dz = »[ r(z) dz
a

Ty
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en dus - o o ,
e P L

:J[ u(z) daz = Z: Xh (z-a) “1og “(z-a) dz +

H h=0 "y

a a

+fbr(zMz.
a

8 3. Over het verband tussen convergente en asymptotisch
’ convergente reeksen,

Uit het voorgaande voorbeeld blijkt het bestaan van
~de geneutraliseerde integraal
b
_/' u(z) dz,
. Ha | . :
' :18 de integraal een Hadamardontwikkeling naar machten
van z-a bezit. Bijvoorbeeld, indien b positief is en

_ o0 -t .

u(x) = x7° j’ 72:555 dt ( 0¢x £01p),
waariﬁ s een willekeurig complex getal voorstelt, dan be-
staat de geneutraliseerde integraal

b
~[ u(x) dx,
Ho

omdat u(x) voor de in de omgeving vén de oorsprong gele-
gen positieve x de Hedamardontwikkeling

naéf-machtén van X bezit. Hieruit blijkt dat het niet no-
dig is dat de integrand u(z) voor de in de omgeving van

a8 op de integratieweg gdegen punten z een convergente
ontwikkeling van de gedaante

[e2a] \p‘ K
(12) -+ ulz) = 2 %y (2-2) " 10 ® (2-2)



bezit, waarin %h? vy, en kh onafhankeli jk van z zijn,
waarin Re\y,~wcw voor h-»ua en waarin de geuallen kh
geheel % O zijn. N
Goed, zal de lezer opmerken, al moge dan de voor-

waarde van convergentie niet hodig zijn, voldoende is ze
toch zeker, want uit de voorwaarde dat RE'Wh voor I~ oo
onbegrensd aangroelt, volgt dat de termen voor de in de
omgeving van a gelegen punten z in absolute waarde zeer
snel afnemen als h aangroeit, zodat, als van de con-
vergente feeks genoeg termen genomen worden, de rest-
term in absolute waarde zeer klein is voor de op de inte-
. gratieweg in de omgeving van a gelegen punten z. Hoe
vreemd het ook klinkenvmoge, dit is niet steeds het geval,
zelfs niet bij reeksen van een eenvoudige gedaahte, La-
ten wij het eenvoudige geval behandelen dat a=0; O< b <71;

Yy, = hs ko= h2; %O = 0 is en dat de integratieweg door
het intervel O<x % b gevormd wordt. Dan is

2 . S
Z/(hx 1og; X (0<x % b)

Wij zullen bewigzen dat de coefficienten X 26 gekozen
kunnen worden, dat iedere term van deze convergente reeks
positief is, dat de som u(x) in het interval O<x £ b

continu is en dat toch u(x) niet integreerbsar is van

HO naar b. :
Tk definieeg %}1 (h =1, 2,...) door de voorwaarde
h h
dat x 1 %X in het t
. Ly g in bet punt G2
% = ¥ h+V log h
£ = m.h =

-Vicg h N

!
de wasrde —5— x aanneemt. Dan is (=) Y= 0,

h
zodat iedere term in de beschouwde reeks positief is.

h

Bij gegeven positief geheel getal h stelt

2
log h logh' %

%klxh +

een positieve functie van x voor, die haar grootste waar--
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de_aanneemt in het punt x bepaald door

T S L2
h+ V log h = —~3;7—-,
X

dus in het punt x. = Xy - Deze maximale waarde is

1, Vieen - Viegn 1
h X ° X = 9
2 "h 7 h 2
h : h
zodat ... B
b B
X x" 10g" x 2 1? x~ ¥ log h

h .
. De reeks die u(x) voorstelt heeft dus de majorante

oG [
2: L .- VYiegh
B N 3
Bt n? S
die voor O<x 2 b conver gert, omdat voor voldoend grote
v - Vlog h % , e
~h de ongelijkheid x < h® geldt. De functie u(x)
~is dus continu in het interval O<x £ b,
Om aan te tonen dat u(x) toch niet integreerbaar is
van HO naar b, stel ik '

_ 1
Eh = 2h2 log Xy dus Eh > 0,
N -
In het interval Xy £ x éxhe is

> o — | - e
f 1og X = —‘1og Xh“- ch = (~1Qg Xh) (1 :

- dus o
h2 log (“ lOg‘X) - h2 log (— log Xh) = h2 log (j ) .1 )élog
- .. omdat. . _ 1 1 a_ ‘

.ﬁghg log (1 - T N R

g o e + ..
oh one 3 T (@2 T

een monotone functie van h is. Aldus vinden wi j

(-) . log 2_x - o 1" (log(-log x)-log(-log Xh)é eloggz 3

(—)h log Xy

3



Ly

'2h2 h .
Voor iedere gehele p031t1eve h waarvoor Xy, € h < Db is,
is dus ‘ _ &
2 2
Xh J[ h logh x dx ]f h,logh x dx
“h X
> 1 8h , 41 -V log h ®h 1 - log h
ozl -Nx 70 e-nl
2h 2h
log 8h log h
Omdat Tog %, en Tog %, .voor h-sca tot nul naderen, is
. ,
log h , log h
*h = x. 108 X e log X X c-1
e h | | = *h s

waarin ¢ een geschikt gekozen van h OHafhankeiijk gétal
voorstelt, zodat voor ¥ = Xy de ongelijkheid

b 2
xk}.f x0 1ogh x dx > %?
} ,

geldt. Hieruit volgt dest het linkerlid niet in % = H_ een

log h

geneutraliseerde wacrde aanneemt, want anders zou die
functie, afgezien van een in HO verwaarloosbare functie,
gelijk zijn aan een constante en dus, volgens de in de voor-
»gaande paraegraafl gemaakte opmerking, hoogstens dezelfde-
orde van grootte bezitten als ¥ "9, wacrin g een geschikt
gekozen van Z onafhankeli jk positief getal voorstelt, het-
geen in strijd is met bovenstasnde ongeli jkheid. Dit vol-
tooit het bewijs.

Dit resulteat wijst er op dat in de theorie van de
Hadamardneutrices niet het begrip van gewone convergentie,
doch’ dat van asymptotlsche convergentle het meest ge-
schikte instrument is. Van meer belang is het dat het re-
sultaat ons waarschuwt tegen een voor de hand liggende
fout. Als een functie een convergente reeksontwikkeling
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bezit die tevens asymptotisch convergeert is dan die
' fuhctie asymptotlsch gellgk asn de asymptotlsche som van
- de reeks° Reeds bij reeksen.van eenvoudige gedaante bli jkt
 dat nlet alclgd het geval te zijn, zelfs niet bij uni-
.fOﬁm convergente reeksen met uitsluitend positieve ter-
men. Laten wij Dbijvoorbeeld. de,reeks (13) beschouwen, 2
wasrin wij de coefficient by zo kiezen dat X xh,log X
in het punt x = e -h de waarde —5— aanneemt. Dan 1s iedere
term in de reeks positief en ngemt bij gegeven rangnum-
mer h zijn grootste waarde aan voor x = e h, dus
/h 1ogh2x —%— .
h o
zodat de beschouwde reeks uniform convergeert.

ti

. Bovendien geldt voor x = e ™, wasrin m een willekeurig
“geheel p081t1ef getal voorstelt, de ongelijkheid - .

A L .0 , L e
E f X log X‘>'X“ X log X =5 = — 5

Hieruit volgt dat u(x) niet voor kleine positieve x

asymptotlsch zgelijk 1sQaan de asymptotische som van de
reeks E:" /pb z" 1ogh_x3 want in dat geval zou het moge-
1ijk zbgn le elk van f onafhankellgk geheel‘p081tlef ge- -
‘tal m een van ? onafhankellgk getal q te v1nden dat voor
m-—o onbegrensd aangroeit, met de elgenschap dat

K x g n®, : i gl x
2: og x - u(x > h x' log™ x
- ‘. . h=m

voor kleine pOQlELPVG X hoogstens dezelfde orde van groot-

—m

te bezit ais x Vs dit zou 1mpllceren dat hoog -

{1log )2

‘ q
stens dezelPde orde van grootte zou bezitten als x ™

s het-
geen niet zo is.

Aan het hier gesignaleerdephenomeen dat tot een niet
steeds in acht genomen voorzichtigheid dient te manen, heb
ik een. artlkeltge gerJd dat verschlJnen zal in het aan

G. Polya opgeafagen gedenkschrlfc

&

Dat het in het hierboven beschouwde voorbeeld spask
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kh , :
= h voor h—+ew onbe-

1gop§ z1i% hem‘ln heﬁ feit dgt ,ﬁEWF;. R

- grensd aa@ngroeit. In de theorie van de Hadamard neutrices

kunnen wij de asymptotische conditie vervangen door de

‘niet-asymptotische voorwaarde (12), als wij dan maar aan
. de-getallen k

~de supplementaire voorwaarde opleggenﬂdat

- h
K . o : . _
EE%F* voor grote gehele positieve h begrensd is, dus dat
n 2 < ‘
O—kh—CReV’h’

waarin ¢ een geschikt gekozen van n onafhankell jk posi-
tief getal voorstelt. De juistheid van deze ultspraak
blijkt uit het volgende.

Stelling: Indien arg ( ? -a) op B begrensd is, indien
Re'yh-y«>'voor h-—~o en indien voor iedere voldoend
grote gehele h de ongelijkheden (14) en

W ‘ 15

B + B < arg ‘\}l‘h<~é-— -

gelden, waarin ¢ en & van h onafhankelijke positieve getal-
len voorstellen, dan is voor de in de omgeving van a op
f - gelegen punten § '

=1 t4 k. oo 4 k
o Ln (5 -a) T log Jn('?.-a)m > Y (% -8) “log Q(? -a),
n=0 ' ' n=0 ’

asngenomen dat de laatste reeks absoluut convergeert in
minstens één punt § # a + 1 van p

In het hier volgende bewijs stellen cq Cp €n g
geschikt gekozen van ? onafhankeli jke positieve getallen

voor. Eenvoudigheidshalve duid ik (% —a)_q met w aan, zo-

dat ku)‘ww%tw als ? tot a nadert. Omdat arg(? -a)= -arg w
begrensd is, is .
llog uﬂ =3 1og]a>§+ cq

Voor voldoend grote gehele n is dus

o L i
“)l = (log |w]| + Cﬂ) n é (1og193&'+ 01)0 € ¥u



.iw-th,l; é-(Re yh)logjaﬂ + (arg w) Im v ®

-(Re-yn) (log|w] - c2)
e 9
daar arg w begrensd en | Im uvnf 2 (cot &) Re v _ is. Der-
halve is ' ' '

£

_\}/ k
& n log

Indien % een punt + a+1 van f voorstelt, waar de in het

" } 3 -(Re yfn)(log7aﬂ'—c 1og(1og)ua{+vcﬂ)—c2)
w | e

rechterlid van (15) genoemde reeks absoluut convergeert,

‘dan is N
v k. -c, Re
| (7 -8) " 10g P (5 -a)] 2 3 n,
dus - |
-y k -(Re v _)(log|w]| -c log(log wl +¢)-c,-c.)
l%’nw .nlog.n“)}ée- : ,/n I | ) TE3

. -V k
| (X (7 -0 "M 0e ™ (5 -w)] .
Elk'ﬁoldoénd groot geheel positief getal h heeft dus de
eigénschap dat deze ongelijkheid geldt voor iedere gehele

5
n = h, dus

Vo, Ko

l 2 fow  log <u] ‘ |

n=h -l -

& - "anﬂn Kn @) . max - (Re Wﬂ)(%/lwl"c &3(‘&3’1‘““‘3’1) E 53)"
$ 2 | X (mee) Mty M| e e T

M0 W , :

Deé som z:‘ is een van w , dus van ? onafhankeli jk
e on=0 . ’ )

eindig getal. Voor voldoend grote |w | is
3 log lw] - ¢ 1og(1og§u¢} + cq) - 05 =y > 0

en bij elk vast bestaanbasar getal ¢ 1s het mogelijk een

vast positief geheel getal h te vinden zodanig dat

>
Re‘yfn £ 29 voor n % h,

In dat geval is het in (16) genoemde maximum

om0 zflosw] _ygpmasyy g9

zodat dit maximum voor h —+co asymptotisch tot nul"nade'rt°
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Dat is dan ook het gevel met het linkerlid van (16), zo-
dat ' '

i Fn ? a) kn (¥ -a) asymptotisch tot
%i ajwn_ " (?'fa)

nadert, Dit geeft het gevraagde resultaat (15).

8 4..,Over'het analytisch gedrag van functies voorgesteld
‘ door geneutraliseerde integralen.

Stel twee verschillende punten a en b worden verbon-
den door een continue rectificeerbare kromme [' die in a
een raaklijn bezit en die a niet bevat; het eindpunt b
wordt weél tot de kromme gerekend. Zij A een in het com-
plexe viak of op een Riemann oppervlak gelegen gebied. Z21j
u(% ;" ) een continue functie van % op " en een analyti-
sche functie van in A . Tenslotte nemen wij aan dat
(f 5 M)s uniform in 7 , op I' een Hadamardontwikkeling
c ()~

1 ¥ k \
w(g) e 20 Yy () (g-a) T 10 " (y -0)

naar machten van % -2 bezit, wasrin de coefficienten

Xiﬁ = Z’héq) en de exponenten ¥, = yVh(n) analytische
functies ven % in A zijn, terwijl de gehele getallen k
onafhankelijk, niet alleen ven ¥ , maar ook vany zijn.
Volgens voorbeeld 2 in8 2 heeft de integraal

. _
[ ulz)
, Hy

voor elk in A gelegen punt % een eindige wasrde.
Thans zullen wij bewijzen dat deze integraal een analytis.
sche functie van % voorstelt overal in A waar iedere
niet constante exponent Yy () ongelijk -1 is, terwijl
de, in A gelegen punten waar minstens een der niet-con-
stante exponenten Y 07) de waarde -J aanneémt, een



(17)

B9

pool of een reguller punt van die functie. is, o
“Volgens afspraak 'is het domelnjb van H .een hoog

van [' met beginpunt a. D
Dat de Hadamardontwikkeling van u(% %) uniform in :

7 geldt, betekent dat in formule (4), waarin ‘%h en ¥,

door 'Vhéq) en. yvh(q) -1 vervangen worden,.de getallen

m ,e en c onafhankellgk van 1 gekozen kunnen worden.

_Klezen wij 1n formule. (4) a > 0, dan nadert het rechter-

1id tot nul als ? op p tot a nadert.
Dus:_

L e S
() = X %, (vz)<g—af"h Y 0g B(g -a) + x(y )

waarin r 7 %) voor %ma»a tot nul nadert en wel uniform in
o 'Volgens hypothese ‘is u(f,q) een op I' continue funotie

van 3 en een in A analytische functie van % . Dit is ook
het geval met elk der m termen

k )
xfl 92)(? a)hwhc?) og,h”(?”ﬁa), dus eveneens met de: rest

r(f,q), Omdat r( %57) uniform in % tot nul nadert als § op

«?ﬁ>& tot a nadert, stelt dus

b - b

’*J[ LT (2,7) dz = /ﬁ '%“(Z,ﬁ)»dz
H - _ . a N

een in A analytische functie: van ¥ voor. Indien yvkbn) on-

afhankell jk van~q is, dan stelt '
b v, (-1 ok,

Eubn) [ o(z-a) BT 10 P (z-a)iaz.

H
- a

evidenterwi jze een in A analytische funetie‘vanvz voor,
omdat dan de integrasl constant is. indien bz) wel van
7 afhangt, dan volgt uit voorbeeld 1 in 22 dat (47)

in A een analytlsche functie vanv voorstelt overal waar

’W}#ﬁ) 4 0 is en dat die functie in elk in A liggend
punt met 'Vh(ﬁ) = 0 een pool of een revullmr punt heeft
Dlt volt001t het bEWlJS
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Voorbeeld 3 (Gammafunction): Voor iedere complexé s, de

punten §=0,~1,-2, ..., . ultgezonderd,
o .
‘/ - xs_j e ax = ["(s).
i, |

Volgens afspraak is het domein van: H een interval
0= ? P , weaarin g positief is.

- Het bewijs is eenvoudig. Formule (18) geldt in het
halfvlak Re s > O, omdat in dat halfvlak het linkerlid
van (18) gelijk is aan de corresponderende convergente in-
tegrad@l met grenzen O enco . De 1ntegraa1‘[ x° "j *ax

v 1

is een gehele functie van s. Omdat Z g 51 e ™* voor de in
de omgev1ng van de oorsprong gelegen punten }>'O de Hada-

‘mardontW1kkellng

Er' i;:ﬂi s+h-1
h-o B ’ 1
bezit, stelt Hg( 1 e 4k volgens de voorgaande para-
graaf voor ledere complexe s, de punten O, -1, -2,..., uit-
gezonderd, een analytische functie Van s voor. Dit is dus
ook het geval met de in de in (18) voorkomende integrasl.
De door deze integraal voorgestelde functie is identiek
met de gammafunctie [' (s) in het halfvlak Re s >0, dus dit
geldt dus voor iedere complexe s, de punten s=g, 5ﬂ,—
uitgezonderdo

Op overeenkomstige manier vinden wij:

Voor iedere gehele k = 0 en voor iedére complexe s, de

punten s = 0, -4,-2,..... uitgezonderd; is’
o .
u/ ¥ e 10g% x ax = P (k)“(s)
o)

Formule (18) geldt niet als s een geheel getal £ 0 is,‘want
in zulk een punt is het reohterlld onelndlg, terwijl ile-
dere geneucrallseerde waarde dus ook het 11nkerlid van
(48) eindig is. ' A

Welke die eindige waarde is, zullen wij in voorbeeld 15
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van 8 8 zien.

Op dezelfde manier vinden wij de volgende twee voor-
beelden.

Voorbeeld 4 (Zetafunctle van Riemann).

Zij 0 < © 1. Voor iedere complexe s, de punten s=0, -1,
~25 0o ultgezonderd is
0 51 - @ x
/ p = " dx = P(S) K(Sse)s
i 1-e
o

waarin K(s,eaj'de'analytiSche functie voorstelt die in
het halfvlak Re 5 »1 door de reeks

O

- (n{we)s

wordt gerepresenteerd.

Voorbeeld 5: Indien -T< arg z <™ en indlen k-m-

niet een geheel getal £0 is, dan is

o0 L L - - ; [ S
JoeTEEI (4 ) KR ot e L (am)eRE w (g
Z -~ . T kym
© waarin W, o (z) de Whittakerfunctie voorstelt.
Haarin W » :

g 5. De” Hadamerdneutrix ﬁ%

n g 2 hebben wij de Hadamardneutrlx H 1ngevoerd en
thans zullen wij op overeenkomscrge manier een analoge neu~
trlx invoeren. .

éljdﬁ een in het complexe vlak of op een Riemann -

' oppervlak gelegen punbverzamellng met een in het eindige
en niet totjﬁ behorend limiet punt b, met de eigenschap
'dat een punt n opj? op zodanlge wijze continw tot b kan
naderen dat arg (b -%) tot een eindige limiet nadert. Ik
~zeg dat een functie v(%) op & een Hadamardontwikkeling
naar machten van b- 7 bezit als ze opﬁ@ gedefinieerd is
en voor de in de omgeving van b opJ5 gelegen punten %
éen asymptotlsche ontwikkeling bezit van de gedaante
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ky

V(% )w 20' ) (b—ﬂz)wh log * (b-7),

waarin X,, ¥, en k,  onafhankelijk van% zijn, waarin

Re W, =0 voor h-+e en wasrin verder k, geheel % 0 is.

Desgewenst mag de voorwaarde dat % op zoganige wijze op

£ continu tot b kan naderen, dat arg(b-+) tot een'éindige

limiet nadert, vervangen worden door de zwakkere conditie

dat £ een rij tot b naderende punten Mo? Mqs .- bevat

met de eigenschap dat le onbegrensd aangroeiende n

arg(b-7) tot een eindige limiet en P~ Tn+1 tot 1 nadert.
o b=, |

De op £ gedefinieerde functies "¥(% ), die voor de in
de omgeving van b op £ gelegen punten w geschreven kunnen
worden als een som v(% ) + (% ), wasrin v(%) op f een
Hadamardontwikkeling nsar machten van b-% zonder constante
term bezit en watrin J(7% ) tot nul nadert, als m op J@
tot b nadert, vormen een néutrix, dile de Hadamardhegtr;x
Hb genoemd wordt. Dat die functies een neutrix vormen,
blijkt uit de volgende isomorphie-overwegingen., Stel
M = p=- } , waarin p een willekeurig gekozen punt voorstelt.
Doorloopt'q de gegevep verzameling £ , dan doorloopt fkeen
zekere verzameling £~ , die a= p-b als limietpunt heeft. De
functies VSp- ?) vormen de Hadamardneutrix Ha met drager
a, domein A" en veranderlijke 5 . Omdat er een (1,1)-ver-
wantschap bestaat tussen de functies ¥(7 ) en de tot Hy
behorende functies vy(p- ;), vormen deze functies dus een
met H isomorphe v %t " solgens voorbeeld 5, gegeven in
35 van voordracht II. '

Twee Hadamsrdneutrices Ha en ﬁa met dezelfde drager s,
hetzelfde domein /& en cezelfde veranderlijke %, zijn toch
verschillend. Immers de esrste neutrlx bevat 1og(% -a) en
de tweede bevat log(s- *), indien deze neutrices dezelfden
waren, dan zouden ze ook het verschll log(§ -a)- log( a- %)
bevatten, hetgeen buitengesloten is, omdat dit verschil een
constant oneven veelvoud van 7UL, dus gelijk aan een con-
stante # 0 1is.

pmdat'§% isomorph is met H_, is het niet nodig de
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eigenschappen af te leiden van de eerstgenoémde neutrix;k

- die door middel van de transformatie % = p-§ herleid

(19)

wordt tot de neutrix H ‘waarvan WlJ de elgenschappen reeds

~kennen.

In de volgende: voorbeelden worden beta- 1ntegralen be-~
handeld. :
Voorbeeld 6% Indien twee verschillende punten a en b

verbonden worder door een continue rectificeerbare kromme

' die noch het punt_a noch hiet punt b bevat en indien geen

‘der twee complexe get311en s en & gelLJk is aan een geheel

“g_e_tal = 0, dan is
‘f% (z-a>5“j (b-?>t;j.dz = (p-a)®*e T TRLLE)
a

Volgens afspraak vormen de in de omgeving van a op [ gele-
gen punten het domein van H ; terwijl de 1n de omgeving
van b op I gelegen punten he% domein wvan Hb vormen.

~Dat formule (49) voor Re s >~0; Re t >0 geldt, is evi-

_‘dent want dan 1s het llnkerlld gellgk aan dé- corresponde-~
‘rénde convergente 1nte@raal met grenzen a en b, Zij p een’

willekeurig punt van " . Omdat de 1ntegfand op F in de na-
bijheid van a de Hadamardontw7kke11ng '

_ |
y t-11% s-1-h +h-"1
D G L A O

naar machten van z-a bezit, stelt volgens 3 4 de integraal

P Ca '
S - t -1, :
[ (z-a)®" (poz) P 4,

: ;‘~H-a

een analytisches -Tunctie an s voor voor iedere complexe s,
de punten s=0; -1, -2,... uitgezonderd;*en tevens eéﬁ'ge—
hele functie van t, omdat iedere exponent s+h-71 onafhan-
kelijk ven t is. Met behulp van de transformatie b-z = w
vinden wij op dezelfde manier dat

Ty |
5/ (z—a)S_/i (b-z)t—} dz
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een analytische functie van t voorstelt voor iedere com-
plexe t, de punten t = 0,-1,-2,..... uitgezonderd, en tevens
een gehele functie van s. De integraal (19), die de som

van (20) en (21) is, stelt dus een analytische functie van
8 en;t.voor, indien de punten s = 0,-1,-2,... en bok de
punten t = 0,-1,-2,... uitgezonderd worden. Formule (19),
die voor Re s;>O- Re t >0 geldt, geldt derhalve voor elke

8 en elke t, 1nd1en geen der twee getallen s en t geli jk

. is asn een geheel getal £ O,

Op dezelfde manier bewijzen wij de volgende resultaten.
Voorbeeld 7: Onder de voorwaarden van het voorgaande

voorbeeld is voor elk gehee getal k%0 en elk geheel getal 120

HJ/HB é a)® 1(b Z)JG 11og (z- a)log (p-z)dz =
a

__akn (b-2)S*t1 T(s)ﬂgt)
- 5 sk thl. "(s+t

Voorbeeld 8: Indien geen van de twee complexe getallen

s_en t een geheel getal £ 0 is en indien verder %'positief

is, dan is

N ~/‘ ms—1 1_xx)t—4 dx = ré?gi;gt) ,
) &

i

aus
m\[ x"S (1—x“)t“1 dx y° (1—y)t‘1 dy.
H, o ' |
W1lj drukken dit uit door te zeggen dat hier de substitu-
tie y = x" kan worden toegepast. Wij zullen in 8 9 zien
in hoeverre de methode van de'invoering van een nieuwe in-
tegratieveranderlijke in de theorie van de geneutraliseef—

de integralen geoorloofd is.
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8 6. De waarde welke aan de een Functie voorstellende uit-
drukking wordt toegekend in een singulier punt van
die functie,

Verdient het aanbeveling aan de functie p(ﬁ2;1£§)

voor s=1; t=0 een bepaalde eindige waarde toe te kennen?
Domweg substitueren gaat niet, omdat dan "(s) en P (s+t)
de waarde 4 asnnemen en l"(t) oneindig wordt. Het afwij-
zende standpunt volgens hetwelk een défgelijke waaghalze-
rij ten enemale verboden is, is wel te verdedigen, maar
dient toch nader bekeken te worden. De analyse bevat for-

F(s) P (%)
M'(s+t)

zodanige formule heeft niet zonder meer geldigheid voor

e 4 M (s) M"(%)
s=71; t=0, omdat D)

geen betekenis heeft. Het zou prachtig.zijn indien de

voorkomt. Een

mules waarin de ultdrukking

-voor die waarden van s en t

- bewuste formule in een geldige relatie zou overgaan door-

dat aan Pé?g:;gt) voor die waarden van s en t een be-

paalde eindige waarde J’wordt Toegekend. Immers dan zouden

"(s) P(t)

wij eens en voor al kunnen afspreken dat F(s%%) voor

$=415 t=0 de waarde J/ bezit, waardoor het geldigheidsge-
bied van de optredende formules een uitbreiding, misschien
zelfs een belangri jke uitbreiding zou onder'gagnw

In werkelijkheid is de sifuatie niet zo.eenvoudig als
hier geschetst. Weliswaar treedt in de analyse een uitge-
breide klasse van problemen op waarbij het zeker aanbe-

3 3 1 - F(S)F(t) ° 1_‘....
veling verdient aan F(s3%) voor s=1; t=0 een be-

paalde eindige waarde j’toe te kennen en als wij ons tot
die klasse van problemen beperken, dan zijn wij vermoedeli jk
geneigd om J'de 'voor de hand liggende" of de "natuurli jke"

waarde van Pé?g:;gt) voor s8=1.; t=0 te noemen, maar

daar staat tegenover dat er andere, eveneens uitgebreide
klassen van problemen bestean, waarbij een andere waarde
inplaats van‘f de voorkeur verdient. Er is dan ook geen
cvoor de hand liggende" of "natuurilijke", van eeuwigheid
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r(s) r(e)

bepaalde elndlge waarde dle aan T (s+6) voor 8=1;

t=0 noodzakellgkerw1gze maoet worden toegekend. Niettemin

is' het verkeerd de poglng_als hopeloos op te geven. Wij

gaan als volgt te werk.
ng representeren,_ (?g Q%t) voor de. in de omgeving

.mvan 1 gelegen punten s en voor de in de omgeving van O

“’gelegen punten t # 0 door een geneutraliseerde uitdrukking
¢ die ook " voor 8=1; t =0 betekenis heeft. Iedere zinvolle

geneutrallseerde ultdrukklng stelt een eindig getal voor

-~ en hu kunnen wij afspreken dat wij de waarde gebrulken die

' 'de bewuste geneutrallseerde ultdrukking voor s=1;- £=0

”“u1tdrukk1ng ' Hﬂ

(22)

(23).

.de functie F

‘geheel getal

aanneemt. In voorbeeld 6 van § 5 hebben wij gezien dat de
e

xs_ﬂf(ﬂ—x)ﬁfq dx

o
P(s) (%)
S+t ,
0 is. Voor s="; t=0 gaat -(22) over in
Lme - o . 5

j’Hﬂ o ; Hq
J (=) ax = -log (1)
HA - A. _" R RS H

o T o

~voorstelt indien noch s noch t een

2

zodat wij op die manier de waarde nul ‘krijgen. Maar als

.geen der twee getallén s en t geheel ¢ 0 is, dan wordt

P(s) T(t)
(s+t)

ivolgens voorbeeld 8 eveneens door de geneu-

-traliseerde 1ntegrau1

3 / xsq(%')ﬂqu.
S | |

. Voorgesteld waarin-A een W111ekeur1g p081t1ef getal aan-

L duldt Deze 1ntegraal gaat voor s=1; t=0 over in

1 <-4

A E— ax = -logn
HO A-x
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a8
dx = log(1- % )-log(1- ?2) =log(1- f ) -log( -W) logq :% s

2

waarln 1og(1 gh) voor §-4>o tot nul nadert en dus tot H
behoort, waarin log(1-y) tot H1 behoort en waarin
A

-log -,/—::%- voor M —+=1 tot -logn nadert.

Op die manier v1nden wij als antwoord ~log A, waarin
A een willekeurig positief getal voorstelt, zodat elk be-
staanbaar getal uit de bus kan komen. Nog sterker, Wij kun-
nen zelfs elk complex getal krijgen door masr een geschikte,
of liever gezegd ongeschikte, geneutraliséerde uitdrukking
P (s) I (t) voorstelt. Het antwoord hangt dus

PF(s + t)
geheel af van de manier waarop de functie wordt voorgesteld .

te kiezen die

door een geneutraliseerde ultdrukking.

Zo hopeloos als het er nu uitziet is het in werkeli jk-
heid niet, want in de problemen met welke wij te maken heb-
ben komen juist de'uitdrukkingén zelf voor, wier geneu-
traliseerde waarden in aanmerking komen.

Stel wij onderzoeken een integraal met integrand

x5 (1—xx)t_1 £(1-x ) (O< x <1), waarin 2> 0,

Re s » 0 en waarin f(w) analytisch is voor }wlgﬂ, De inte-
grand is integreerbaar van O naar elk tussen O en 1 ge-
legen punt, maar ze is misschien niet integreerbaar van O

" nasr 1. Wij kunnen echter een veelterm & h
f=0 ©°p ©

vinden Zbdanig dat

(X) AX A -1 (”]__.X'A)t“,l f(/]—X%)- 1%: Ch(,]_x)t—1+h
h=0

integreerbaar is van O naar 1. Indien nu gevraagd wordt
voor de integraal f! '

f g(x) dx

o)
een convergente ontwikkeling af te lelden, dan schri jven
wij '
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1 o) 1 kL
=1jr x5 (1~xh)t"1 f(ﬂ-xm)dx-2:’ c ~[ .(1fx)ﬁ T+hay
iﬁ ( D h
Z O)" Z t1n
' h#—t
. waarin
| o By st ttned
(24) Vo= x (1] ax.

o

Iedere in de gevraagde ontW1lke11ng optredende coefflclent
7v/£ is dus juist de wasrde van een geneutrallseerde ult{
drukking van de gedaante (23), waarin slechts t door t+n

vervangen 1is, Indlen t+n niet geheel 20 1s, dan is

&' _ P(s) I'(t+n)
n

. - Pls+tn) 2 o -
maar als t+n wel een geheel getal £ 0 voorstelt,, dan ge-.
brulken wij de door (24) bepaalde waarde van j’ Uit dit
eenvoudlge voorbeeld (en tal van andere, meer gecompllceerde
problémen) blijkt dat het 1nderdaad sanbeveling verdient
geneutréliseerde infegralen van deze vorm in te voeren,
omdat ze ons een eenvoudige notatie san de hand doen voor
de coé&fficienten die in de gevraagde reeksontw1kkellngen
optreden. , : ‘ :' v . i v
Bijvoorbeeld de keuze s=1; t=0 geeft /’ = —log'A, terwijl
voor iedere positieve gehele n '

7. = {o-1)t _ 1
n n n
Verdéer kunnén wij ‘hier p=0 en*c&‘g f(b}”kiéééns'deatk




/’
'J[ (?\}c7"*/|(’]-}c?\)"/l £(1-x™) - £&§L dx =
0 | |

Natuurlijk is dit eenvoudige antwoord heel gemakkelil jk
- direct te vinden door de integraal te schrijven in de vorm

£(0) /1(7\ 71 (1™ C(1ex)  Nax

£0 1 ,
Z: iﬁ- Jf %Xx~1(1—£xf%4 dx,
O
waarin de eerste integreal gelijk is aan

| M
~lim {1og(1*wz)*1og(1—n)} = ~lim log 1 /A -log ™
N =1 n = K

en waarin de laatste ingegrasl gelijk is aan
1

-1 1
Of (1-9)""" ay = =,

masr bij andere, meer gecompliceerde problemen, bijvoor-
‘beeld als t een willekeurig geheel getal £ 0 is, gaat het
niet zo eenvoudig, zodat het aanbeveling verdient een al~
gemene methode te gebruiken dic zan bepaslde uitdrukkingen
een geschikte waerde toekent in die punten waar directe
substitutie faalt of waar niet overwegingen van continui—
teit of snalycitelt een “natuurlijke“ waarde gan de hand
doen. , ' A o
Wij gaen zelfs verder, Soms kennen wij aaﬁ een analy-

tische functie in een regulier puhnst een veerds toe die niet
- overeenstemt met de wasrde die de furctiz zelf in dat punt
aanneemt. Indien geen van de twee getallen s en t geheel

£ 0 is, dan hebben wij hierboven voor iedere positieve

A gevonden

1 -
(25) ~[ (XS‘1(1~X)t_1-7\XAS~1(1~XW)t_‘) dx = O,
H
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maar voor s=71, t=0 is het antwoord log A, dus # O, indien
A # 1 is. Dus hier hebben wij met een door een eenvoudige
geneutraliseerde uitdrukking gedefinieerde functie van s
en t te maken, die voor bijna ledere s en bijna iedere ¢
gelijk is aan O en die toch voor s=1; t=0 een wasrde 4 O
aanneemt. Onnodig te zeggen dat overwegingen van continui-
teit of analyciteit de waarde nul zouden opleveren. Kan
dit verschijnsel als een bezwasr tegen de neutrixrekening
worden aangevoerd? ol

De lezer kent het antwoord reeds. Op een dergelijke
rhetorische vraag luldt het antwoord steeds ontkennend,
maar ik ga verder in mijn repliek. Ik ben ven mening dat
dit Jjuist een van de kenmerkende voordelen van de neutrix-
rekening is. De analyse, in het bijzonderhde asymptotiek,
bevat nu eenmaal formules, een of meer parameters bevattend,
die gelden voor bijna alle waarden van die parameters, maar
die voor bepaalde waarden van die parameters hun geldig-
heid verliezen, hetzij omdat die formules dan zinloos wor-
den, hetzij omdat ze wel zin hebben doch een onjuist re-
sultaat opleveren. In het eerste geval moeten wij met be-
hulp van geschikt gekozen neutrices aan die formules een
zédanige zin geven dat ze ook gelden voor de bewuste uit-
zonderingswaarden van de parameters. In het tweede geval
moeten wij aan een der twee leden van de beschouwde formu-
le een term toevoegen, die voor bijna slle waasrden van de
parameters gelijk is aan nul 2n die voor de genoemde uit-
zonderingswaarden van de parameters 7# O is. Dat zo iets
met behulp van neutrices op eenvoudige wijze geschieden
kan, berust op het hier besproken verschijnsel.

Om het hier geschetste programma uit te voeren voor
Hadamardneutrices heb ik een bijzonder soort Hadamardont-
wikkelingen nodig, die ik in de volgende paragrsaf ga in-
voeren. '
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g 7. Speciale Hadamardontwikkelingen.

Een Hadsmardontwikkeling

& Lk
2 2) P 108 P (5-a)

m;'wordt een spe01ale HadamardontWkaellng genoemd als
;( # 0; %_—o k, = 0; Rey >0 (h=1,2,....)

18, _ ,
: - De. voorbeelden 9 en 10 zijn evident.

v Voorbeeld 9: Als u(¥) op ys) een speciale Hadamard-
ontwikkeling bezit, dan nadert u(y ) tot de beginterm %

.van die ontwikkeling, als ? op,5 tot s _nadert. Volgens

“definitie 1s de beglnterm 4 0, .
. Voorbeeld 10: Het produkt van twee functles met speci~

.ale Hadamardontw1kkellngen naar mach en van ; a is weer

een functie met een speciale. HadamaraontWikkeling”naar

- machten van_ 'E -8 en 1edere exponent van } -2 _in de ont~

iwikkeling van het produkt kan worden geschreven als een

som _van twee termen, waarvan de eerste een exponent in de

eerste factor en waarvan de tweede een exponent in de

tweede factor is ‘De beginterm van het produkt 1s het

produkt van de begzntewman der twee factoren.

Hierbij herinner ik er de lezer aan dat een exponent
in een Hédamardontwikkeling volgens afspraak eeyi exponent
van F -2 en niet van WOggg -a) is.

' Voorbeeld 11: Indien u(y\ ood@ een speciale Hada-

mardontw1kko1¢ag nasyr. machten van 7 -3 be21t dan heeft

(u(s )) vocr elke complexs s een speciale Hadamgrdontwikke -

11ng naar machten vaq»_i:gs De bgginterm van (u(%))s

- de o a o ' i ‘
gelijk aan de 5™~ macint van de beginterm van u(?)° Verder

kan 1edefe exponant vau §-3 in de spec ~ale Hadamardont-

Z
w1kke11ng van (Ui})} r@sch°eveh worden aWS een som _waarvan

elke term een exponens in ce gegeven spe01a¢e Hadamard-

ontw1kke11ng van u(?lﬁls
. Inderdaad irdien (26) de speciale Hadamardontwikke -
ling van_uQ, voorstelt, dan is
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0o k
(5% e 171 5 %h (5 -2) Plog B(§ -a))®
o}

) y k
SPAICS AN G10 ”H; -a) Piog (5 a))®
zodat formele ontwikkeling naar machten van ; -8 een spe-
ciale Hadamardontw1kke11ng van (u( ?)) oplevert met be-
glnterm % en met de eigenschap dat iedere in die ont-

wikkeling optredende exponent geschreven kan worden als een

_Som waarvan elke term voorkomt in het systeem gevormd door
de exponenten.y%, Vs Wos oo

Voorbeeld 12: Indien u(%) opwﬁ een speclale Hadamard-
ontwikkeling naar machten van ? -a bezit, dan heeft

- log u(?),een Hadamardontwikkeling naar machten van § -a

(27)

en iedere in die ontwikkeling optredende exporent kan wor-

den geschreven als een som waarvan elke term een exponent

in de gegeven speciale Hadamerdontwikkeling van u(?) is.
Immers, indien (26) de gegeven speciale Hadamardont-

‘wikkeling van u(;);is, dan is

Lo () o, 1o(1+52 1 T8 (5 2™ 20 ™ (5 )
, o0 an=1 e )4 ‘ N4 k
I 1og)éo+ r':é/]r !..r)r__ (g;/l: _.)Z.S. ( ? -a) h log h (% _a))n

zodat formele ontwikkeling nasar machten van'§—a_éen Hada-
mardontwikkeling voor log u(%) oplevert met de genoemde
eigenschap., B o

§ 8. Singuliere punten.

'In het volgende voorbeeld gast het om een functie van

twee onafhankelijk veranderlijken ¥ en %, namelijk

b _
j‘ f(z,v)ndz, waarin f(z,n)==%(q)(z—a)V%n)—1logk(zéa);

k is een van z, § en% onafhankelijk geheel getal Z O.
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De integratieweg ligt Oop een in het complexe vlak of op
een Riemann oppervlak gelegen continue rectificeerbare
kromme ' die in het niet tot I' behorend beginpunt a een
raaklijn bezit, terwijl het eindpunt b van P wdl tot I
behoort, Verder stelt 7 een willekeurig punt voor van een

- Begeven puntverzameling £ die een niet tot £ behorend
~limietpunt o bezit met de eigenschap;dat-q op 45 op zoda-

nige wijze continu tot & kan naderen dat log(m - ) tot
een eindige limiet nadert ( de laatste voorwaarde mag worden
vervangen door de zwakkere conditie dat & een rij punten

No>Mqse--. bevat met de eigenschap dat voor n —soo

S

vlogQQn— ®) tot een eindige limiet en dat
nadert) .

Voorbeeld 13: Stel dat FX(%) op /o een Hadamardont-
wikkeling naar machten van % -& bezlt en dat

¥(7) =+ (n-a) uy),

waarin k en p onafhankeli jk van » zljn met Re p > 0 en
waarin u@q) op £ een spe01ale Hadamardontw1kke11ng naar
machten van % - bezit, Onder deze voorwaarden hebben de
twee geneutraliseerde uitdrukkingen

b . b

Tn ~ %

j= \[ f(z,H ) dz en e J/ f(z H'v) dz
- 3 o J 3 o

Ha Hy
betekenis; hierin is f(z,s) door (27) gedefinieerd; Hy is
een Hadamardneutrix met drager o , dome1r1£§ en verander—
1ijke 7 ; verder is H een Hadamardneutrix met drager a,
veranderli jke ? en met domein een ‘boog van ' wasrvan het
beginpunt met a samenvalt. ,

Zoals in 8 2 van voordracht II ulteengezet is, geeft
het in (29) gebruikte accent te kennen dat in de defini-
tie van j eerst de neutrix HQ , daarna pas de neutrix H
toegepast wordt, terwljl omgekeerd in de definitie van
j% eerst H en daarna H wordt toegepast.

- De hOOLdzaak echter is dlC Indien k # 0O is, dan is
j= J . Indien k=0 is, dan is j- J gelijk aan de constante
4erm in de Hadamardontwikkeling van
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(31)
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( )k+1 )—k~1

ki X(q) (wix)

naar machten van M =&

' Opmerklng Dit betekent dat j en j© "bijna" steeds

» asn elkaar gellgk zijn. Vooreerst als k # O is. En zelfs in

het geval k=0 is het nog een ultzondering dat de Hadamard-
bntwikkelihg}van (30) nasr machten van % -& een constante
term # O bevat. Dus hier treedt opnieuw het reeds in 8 6
gesignaleerde verschijnsel op dat een eenvoudige geneu-
traliseerde uitdrukking (in dit geval j-3%) "bijna" overal
nul is en toch in uitzonderingsgevallen een waarde £ 0
aanneemt o _

In het beW1JS zullen wij eerst het geval behandelen
dat k # O ig. Aan de ene kant neemt

m

logm+k (zfa) voor

£(z,7)= X (q) (z2a)%" 5";0 ('*/fr(n'»?%—k)

n = %x de waarde

. : o P
£(z,8 )= (z-2) 1§ ;;f(—”l 10g™* (z-a)
T

aeh; waarin J&Jde constante term in de Hadamardontwikkeling
van L(n)(v (m)-k)™ nasr machten van % -& voorstelt en

waarin de som . uitgestrekt wordt over de gehele getallen‘
’ m

Z 0 met fm 7 O- De som }; is eindig, omdat J’ =0 is voor

m

ieder voldoend groot veheel getal m £ 0. Derhalve is, in

‘yverband met voorbeeld ‘1 in 8 2

e
AR (20 10g™ (ao) az

H
a

ii_'

2 m‘ﬂc’._{_b_%afﬁ

o~

9
‘ m+k | m+k-h :
3 m m+ky (=) (m+k-h)! k. h
- g;nl‘ Z; ( h )-'k mHk-h+T .(b—a).log (b-a)

Aan de andere kant 1s voor }R] <lk}



A -
(b a) e?\lOg(b a) _ % “ log (b—a) f:‘ _ q7\q
K+ A o+ o hi o w4t
- w0 s (=) by
) 1’21;0 * hng nt o BomrT 108 (0-a),
zodat uit voorbeeld 1 volgt
b ¥
2 vk (b-a)
f{z, dz =
S ez = p(n) (' L
“a
i K [o/4] n n ‘(_)n—h h
= (b-2)  %(%)(z%) (v )-0" 2 e 10g" (b-a)
. T 2, (vin o b |
(0-2)" Y(n) 3 Bllyln)o@™E @ (70 L h
- e ¥ qz'égk (n-k) ! o pig D+ og (b-a
ca’ m m+k m+k~h
b m+k) ! ~ K - h
x ® m+k) ! m+k Lw)mﬂc—h h
dus J —(b*a) zn;{‘ﬁ?ﬂi_l— d/m Pl};‘:o 1’1‘5{,m+l{~h+1 log (b-a)

en dit is hetzélfde antwoord als wij hierboven voor j gevon-
den hebben. Dus indien ® #0 is, dan is j=j*,

Laten wij tenslotte het geval behandelen dat w=0 is.
Aan de ene kan® neemt

f(z,qz) =% (9 )(z~a)'q Z:b ﬁéﬁiﬁll;logm+K(z—a)
- m= ' ,

voor =’E@:Qe_waarde

(33) f(Z’H&>=:§: é%m-(2~a)"1 1og™™¥ (z-a)
m ;

aan, dus

(34) 5 =7 Tn (o)™
)=

-m!i o omtk+i

Aan de andere kan:t is

%(QZ )fb (Z~a)- y/("q )logk(z—a) dp= X,(q? )( 3 )k @—a) \!/‘(ryL )
H ’ i '’
a .

. ® b1
= L(n )(5%;)k iﬁg%;i -+ Z: -ﬁ-~TLﬁLL 1ogh(b—a)}_

L . o N 2 ﬂf_ - :
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_ ()
‘L//

L};-&—’El (’}2) + X' ('yz) Z (I:’;Xl-)i-k-l-’l ) lo gm+k+/l (b'a) 5

dus (‘b -3 ) m-+i+1

m“'}‘kT_/l . ?

-y e

waarin f’de constante term in de Hadamardontwikkeling van
(30) naar machten van 7 -o voorstelt. Dit, in Cmeinatie
met (34), geeft dus de gevraagde betrekking j-j— =/,
waarmede het berJS geleverd is. '., .
Het voorgaande voorbeeld is zeer. algemeen, zelfs zo alge-
meen dat de 1ezer,mls$qh1en niet direct interessante toe-
passingen ziet. In verband hiermede behandel ik een bij-
zonder geval, \ _
Voorbeeld 14: Indién x(q) eny (%) in een gegeven gebied
A analytisch zijn, waerbij w (%) niet identiek O is, en
indiéen k gehael zZ 0 is, dén’stelt S |

(35)  blg) f (oa) VDT 100 (2-8) az

een analytlsche functie van » in A voor overal waar

v (%) # 0 is. Een in A gelegen nulpunt o varrw(q) met
multipliciteit p £ 1 is een pool met multipliciteit
(k+1)p van de door (35) voorgestelde functie en dan is

(36) () = (m - )P w0y (4 (5)) 7T

een in ¥ analvtische functie van 7 Verder is -

(37) % (a) / (ra) Y100 K ey 0 =x,,<<x>?"$k+ - a) e

k+7]

"__waarin ¥ do-constante term voorstelt in de Laurentont:
1w1kke11ng van (35) naar machten van 7 - & , terwijl

k+1, , - (( 1) ) .
(38) Gzz%ﬁ%ngs-'@ e (o) - Cd

Het bewijs is als volgt. Indien w(wm): # O is, dan
is volgens voorbeald 1 uiltdrukking (35) gelijk aah
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i

k b-a

x(%)'i ) L“Erl-‘}
F =)

en dit stelt een snalytische functie van ) voor. Zij nu

« een in A gelegen nulpunt van w(n) met multipliciteit

p 2 1. Het 11nker11d van (37) is gellgk aan
Jo= % (H,) J/ H&)_ﬂ log (z-a) dz.
Verder is

J%’r =)6(H‘u)/ (z-a) w(H ) -1 1ogk' (z-a) dz

iy

gelijk aan de weaarde die (35) in 7 = H, sanneemt en dus
gelijk aan de constante term in de Laurentontwikkeling
van (35) naar machten van % - & ., Volgens voorbeeld 13 is
.j~j# gelijk san de cdnstante term in de Hadamardontwik-
keling van
(ke 1) ) e (5T (- )R )
naar machten van % -o , dus gelijk aan de co&fficient

‘ )k+1k1¢02)
nasr machten van -« . Deze co&fficient is gelijk aan

van (12—-m)(k+1)p in de Teylorontwikkeling van (-

het rechterlid van (38), Wéarmedé het bewi js geleverd is.

Voorbeeld 15 (Gamma-integraal): Voor elk geheel getal

s £ 0 en voor ieder geheel getal k 2 O is

(39) EfT-\fryxsuq e ¥ 1ogkx dx

gelijk aan de co&fficient van (7 ~S)£ in de Laurentont-

wikkeling van I' (v) naar machten van % - s.

Om dit te bewijzen schrijven wij voor de in de om-
geving van s gelegen punten v,

e s \h mahe1
2 g Xlogkx = 2 () 1og1x + r(x,n),

waarin r(x,ﬁ) een continue functle van x in het interval




(40)

(41)

(42)
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0 2 x £ 1 voorstelt en tevens een in s analytlsche functie
van 7 aanduidt. Dus '

. L
%f'@/ Xﬁkq e—x iogkx dx ==
W . o
o | o
H /I /]
1-8 h
1 (=) th=1 . k. .1 1.
kT o bV j[ ?(W log % dxﬁ*igjy{r@;n)dx+ﬁr
he i / '

J[ %1 1e" 1og x dx.

De twee lastste integralen stellen functies van'd voor
die in het punt 7 = s analytisch zijn. Volgens voorbeeld
14, toegepast met ’ ' :
a=0; b=1; w=s; p=1; L(n)=1; v(n)=x-+h,

- is (39) gelijk aan 4 +9 , wearin /' de constante term voor-

stelt in de Laurentontwikkeling van (40) naar machten van
% -s en waarin '
k +1
- k+1

cold— o0 )(S)f- |
s s . : k+1 ~k-1

hierin is ¢ (%) volgens (36) de waarde die (nz-s) (m +h)
voor h= -s aanneemt. Dus y&q)=1, waaruit volgt oo =0. Omdat

(40) voor de in de omgeving van S gelegen puntenm#s vol-

gens voorbeeld 3 in 8 4 gelijk is aan P.(kjggqu 13‘1
: . ’ : k 1

de coé&fficient van*(ﬁ es)K in de LaurentontWkaellng van
M (q) naar machten van % -s. Dit voltooit het bewijs.
Voorbeeld 16 (Beta-integraal): Indien k en 1 geheel
Z 0 zijn, 8 een geheel getal 20 en t niet een geheél ge -
tal £ O is, dan is . . R R '
Hf.~ (2-2)° "N (5-2)""" 10g"(2-2) 1087 (p25) az
a SR -

gelijk aan de congtante term in de Laurentontwikkeling van

_;(ﬂ)
(n

ak—l—l'

a9 2T

‘._3.3
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naar machten van 7 -8, ‘
Dit blijkt als volgt. Voor |z-a|< |b-a] is

(z-a) " "N(p_z) - Z (=) (b5 (p-a) o=V Fr 5 gy +h-1
dus
(43) (z-0)" "b-2)""T10g"(2-2) 108 (b-2) =

=§O ()" {(Z RN (0-2) "1 } (2-0) 7 N0 (5.

Het is dus mogelijk op de integratieweg die a en b
verbindt een punt‘zo te vinden met de eigenschap dat,
voor elk op de boog (a,zo) gelegen punt z en voor de in de
omgeving van s gelegen punten M , het rechterlid van (43)
- geschreven kan worden in de vorm

Z (™ 2N (0-2) T (a1 0K (a4 (2, =),

wasrin de restterm r(z, ) op de integratieweg, het punt
a inbegrepen, continu van z en bovendien analytisch van
% afhangt. Wij schrijven nu.

i,
ﬁ[ (z—a)vz_1(b—z)t_1logk(z~a) logl(b~z) dz = =

(44)

| f( T e B O

Hy

LA

4l[0 r(z,%l)dz+ j‘ (z—a)n —1(béz)t"qlogk(z—a)logl(b—z) dz.

a z
O .

De voorlaatste integrasl stelt een functie van % voor die
in het punt m = s analytisch is, omdat de integrand be-
grensd is en continu van z, analytisch van % afhangt.

De substitutie z= -w voert de laatste 1ntegraal over in
de geneutraliseerde integraal

Ca
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o _
./ (w4p) " (-2-m) 7T 1ogh(uiv) 1og"(-a-w) aw
die volgens 8 X een gehele functie van % voorstelt. Vol-

H

gens voorbeeld 14, toegepast met ¥ (n)=1; v ()= n +h}
b vervangen door z_, is (41) gelijk aan d/+-¢ , waarin
j’ de constante term voorstelt in de Leurentontwikkeling
van het linkerlid van (44), dus van (42), terwijl o de
wasrde is die : SOy

M ><G1Mbaﬁ‘“h}¢hcm

voor h=-g aanneemt§ hlerln 1Q'zphﬁn) volgens (36) de. functie

k+1 k-1
Pnl) = (7 =) (g 4m) 7T
Voor h=-s is dus ¢, (n)=1; ¢é (%)=0, derhalve <f£o,”wggr-
mede het bewijs geleverd is. A o E
Door. in het bovenstaande a ‘en b s'en t, k en 1 fe:

verw1sselen, v1nden wWij tevens ¢ mat

b e e
T

Indlen &k en 1 geheel Z 0 ZlJn indien't'éen geheel getal

270 en s hiet een geheel gecal 20 is, den is (41)‘gelijk

aan de constante term in de Laurenbontw1kkellng van

2K p(s)r(w) (b;é')S?'Q A K
Bskanl f(s+m) R

naar machten van 7 - -,

Er bllth nog één geval uer behandellng ovér, namellgk
het geval dat s en t beide geheel en % 0 zijn. Dit geval
wordt behandeld in het volgende voorbeeld waarin s=-p en
t=-q gesteld LS, maar daorln ‘beperk ik mlJ tot-heti'speciale
"geval K=1=0, :
o~ Voorbeeld 17: Indien p en g gehggl

SR T T
jﬁ:,(Z-&)Tpfj(b-z)“%?7dz=,;

H

v

O zijn, den is

IR B R R S S : LA ; o )
a o : . . . . drro 0
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Met het oog op het hier gegeven bewijs is de volgende
opmerking gewenst. In het voorgaande voorbeeld was s geheel
= 0 en t niet geheel £ 0, hetgeen tengevolge had dat s een
.. 8ingulier punt, t een regulier punt was. In verband daar~
-mede heb ik in het bewijs eerst s vérvangen" door een in de
omgeving van s gelegenﬂveranderllgke % # s, waarna ik,
met behulp van de wvroegere resultaten, de gevraagde waar-
de in het singuliere punt s zelf kon bepalen. In het on-
derhavige probleem hebben wij echter met twee 51ngu11ere
punten, p en g, te maken. Nu kan ik twee onafhankeli jk ver-
anderli jken invoeren, de ene gelegen in de omgeving van p
en de andere gelegen in de omgeving van q. Inderdaad stellen
de vrbegere,resultaten ons aldus in dit geval in staat de
gevraagde waarde te bepalen, Het is echter eenvoudiger om
met één veranderli jke te werken, zodat wij blgvoorbeeld
p+7 en q+vz kunnen invoeren, waarin m een in de omgeving
van de oorsprong gelegen veranderllee # O voorstelt. Maar
wij Kunnen ook bijvoorbeeld p+37 en g- 402 gebruiken, zo-
dat er tal van keuzen mogelijk zijn. De keuze die tot het
eenvoudigste bewi js voert is p n en q+wz ; 1in verband met

het feit dat ( e )
4 [ (-p+=) Ml-g-
(45) P(~p ~q)

is. In het berJS gebrulken WlJ daarom deze keuze

= 0 wegens ['(- ~p- -q) =

Nu het bewijs. Op de 1ntegrat1eweg die a en b verbindt
is het mogelijk een punt Z te vinden zodanig

(z-2) TP~ N(poz)=-9-1 _

p+1 - o w
Z 7 59- 1)(0-a) " “9h=1(, gy ARy

waarin r(z oz) op de boog (a, zo), het beginpunt a inbe-
grepen, een continue functie van z en een in de oorsprong
analytische functie van % voorstelt Volgens voorbeeld 14,
toegepast met p vervangen door 1 en met

%=0; L (n)=( -)h("*ﬂgq‘-“)( b-a) ™" - M | v ()= -D+hs k=0,



(46)

(47)

(48)
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neemt °
J[ (z-a)™ ~p-1 (lo-z)")l~q“/l dz

By

voor % =0 de waarde J+¢ aen, waarincf de constante term
voorstelt in de Laurentontwikkeling van (46) naar machten

van7 en wasrin ¢ = -(pé (0); hierin is volgens (36)
o) =(-)" (- 725a-1) (p-a) AR
dus |

3

05 M)=(-)P(~7 5a-1)(b-2) "™ -a-p=1_( "ngJ“q)(b-a)""Z -1

zodat

) RO R
-} () =("14P*A)(b-a) " P {:u»g(,b,—a)-h%+1 7}

Aldus vinden wi}j

==, (0 i2i9l~ (b-a) P7q" 1{1og(b a)- %f? ~%}

p: gt h=q+1
Op dezelfde manier vinden wij op de integratieweg een
punt zq zodanig dat

%1
voor % =0 de waarde j”+a“ aanneemt, waarin /J' de constante

(z-a)qz-p—q (b—z)""z»q"/l dz

term voorstelt in de Laurentontwikkeling van (47) naar
machten van 7 en waarin

“D=( - Rq
= LA (5oa) P9 og(bua) - 5 2}
ph d: h=p+1 h

Z
: T
b nreeresl [ (a-2) TP (bug) 0 g

Zz
O

is een §ehele functie van- . Derhalve neemt
Hb :
[ 7 (zma) 21 ()0 g
a
voor % =0 de waarde J "+ ¢ +6' aen, waarin /" de con-
stante term voorstelt in de Laurentontwikkeling van (48)
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~naar machten van 7 . Omdat (48) gelijk is aan (45) en dus
voor iedere in de omgeving van de oorsprong gelegen m # O
identiek nul is, is J’” = 0, waarmede het bewijs geleverd
is, j '

Opmerking: De neutrixcalculus stelt ons vask in staat om

op eenvoudlge manler bepaalde identiteiten af te leiden,

blgvoorbeeld voor elk paar gehele getallenp 2 0engq £ 0

is .
T (o S (memy
h=0 P=h " pZo T R Qb
(59) | |
+ +q
gl (2120
PLat A\ psge b i B
- Om dit te bewi jzen merken we .op dat het rechterlid
volgens het voorgaande voorbeeld gelle is aan

(50) - / x P71 (1x) 79T gy
H

De integrand gesplitst in Partieelbreuken neemt de vorm

ao a4 ap bO b1 b
STt t ... ==+ + S I
xP* xP X (1—X)Q+ﬂ (1-x)4 o dx
aan met constante tellers. Dan heeft de functie

xy~a-=-1 _ p
(1-x) (ao+a1x+ ,,,,,, + a,% ) )
in de oorSprong een (p+1)—voudig nulpunt zodat a +31 X+, +ap.xp
de som voorstelt van de eerste p+1 termen in de binomium-
ontwikkeling van (1-x)"9"" . Hieruit volgt
h
ay = ()7 (7971 = (95
en op dezelfde manier vinden we
by = (PER)
Uit
H . 0 7
A o voor h=p
Xh p-1 dx = v
H 1 voor O £ hep
O . ————
~ p"'h
H 0 voor h=q
- h-q-1 ‘
(1-x) dx 1 voor O £ hx g
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blijkt. dat (50) ook gelijk is aan het 11nker11d van (49).
Dlt geef't, de gevraagde identiteit.

g 9. 'Invoering van een nieuwe integratieveranderlijke;

ZlJ w(z) 1angs een contlnue recblflceerbare kromme ' ,
elndpunten 1nbegrepen, contlnu dlfferentleerbaar . Stel

" w= w(z) doorloopt een kromme I'¥ als z de gegeven kromme [*

doorloopt. Het is bekend dat dan 1edere langs e coﬁtinue
functie g(w) de eigenschap bezit

j.g(w) dw = j' f(z) dz, waarin f(z) = g(w(z)) %g_v‘,;
Onder algemenere voorwaarden geldt een overeenkomstige

regel in de neucrlxrekenlng, maar dat daarbij voorzichtig-

heid geboden is, blijkt reeds uit het volgende eenvoudige

voorbeeld. - T - ,
Voorbeeld 18 Indien b # O, ¢ # O en k geheel Z 0 is,
dag is | L ‘ v b ,
, o , - |
\[ s 1ogX v ay - o® J[ x> (1og cx)¥ dx
o iy . o . .
gelijk aan | | T
0 ' o voor s§'# O
1 k+1 ‘ _ .
k+1 log’ e : R voor 8. = 0

De transformatle V=CX 1aat dus.de waarde van de ge -
neutrallseerde 1ntegraal N - e R R RRET:
b R BRI {
/ v 10gfy ay

H
o

onveranderd als s # O is, masr verandert de wsarde sls
s =0; ¢ #£ 1 is.
In het berJS behandelen wij eerst het geval s # 0. .

Dan is, volgens voorbeeld 1, de eerste in (51) voorkomen~;
( ) )k b

de term gellgk asn 5 3

terwijl de tweede term

gelisgk is aan
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ol

k
z: h) c®(1og c)]‘C h\[ 1loghx dx

HO

k S (28
== 2 (E{(FR P H (2 ) = (R
. *h 28 _ 8 ] 98 8 ?
h=0
hetgeen het gevraagde resultaat voor s #
Nu het geval s = 0. Men heeft

oplevert.

ol o

c k , _
f %~ (log cx)k dx ==Z:(E)(log c)k'hJ[ X 1loghx dx
H h=0

_s* (§)(1og c)B L (10g )R+

oo h+1 c
1% byh+1
= o7 2 (B (1Og ) "1 ogz)
h=0 |
1 byk+1 k+1
= ((log c+log ) - (logkc) )
- kj./] ( 10%1( | 1b 1ng+1c )
b. .
1 k k+1
=\/ X log x dx g log c ,
H : .
o

waaruit het verlengde resultaat voor s=0 volgt.

Een ander voorbeeld van het verschijnsel dat zelfs
een eenvoudige transformatie de waarde van'een'integraal
veranderen kan, merken wij op in voorbeeld 17, dat, met
8=0 en b # 0 toegepast, voor elke keuze der gehele getal-
1en pZo0enqg 20 oplevert

-p-1 ( L -p- 1
‘[ N p ( ) ~a- 1dy— ?+gz p P-d- 21og b~ §:' P

/l
)
(52) 4 h=p-+1 h=q+1 nee

o) _
terwijl deze geneutraliseerde integraal door de transfor—
matie y=bx overgaat in



(54)

ﬁ%
p~P-a-1 f P 4%) 9 Ngx=
H
O
- {pra): b—p—q—ﬂ( 4, 8H 1) ,
Y e h=q+1 B
dusg, L~
i
~/ y-p-q(b y) ™ 1dy pP-a-1 J[ —p-ﬂ(1 x) @ lax =
Hy H,
= 2 L———p“g, p~P7a" 1:Log b

. Deze formule kan ook als volgt bewezen worden. Zij
yoieen w1llekeur1g punt gelegen in de omgeving van de oor-
Sprong op de integratieweg die de punten O en b verbindt.

?Pan»iS‘xO= T? het corresponderende punt gelegen op de inte-

gratieweg die de punten O en 1 verbindt. De restterm r(y)

gedefinieerd door

I o (-)(=g-1) o R,
h=0
is een Continue functie van'y op de boog (O,yo), zodat de
transformatie y=bx de integraal
Yo R
Hf r(y) dy = f r(y) dy

O

onveranderd 1aat VngenS het voorgaande voorbeeld laat

deze transformatle ook de waarden van de geneutraliseerde

’ waarden

ZT .

(e}
Jh-p-1 .y
ﬁ/ 7P gy (0 £n 2 p+1; h #p)

- onveranderd. Dit geldt niet voor h=p, omdat

Vo X :
B A R
I dy = X dx + log b

is. Op die manier vinden wij



(55)

&

7

yb S . ‘v : .
f y P (b~y)_q"1dy - b_p'q-qu X—p-ﬂ(q_x)—q-ﬂ dx =
H

o : - : HO

P ) (] o
= {pra)t pop-a-tyg

Zij verder y4 €en punt gelegen in de omgeving van b op de

1ntegrat1eweg die O en b verblndt en zij X4= %1 . Dan is

N

J[ | y“p““<b~y>“q““dy-bfp‘q““J/ x P 1(1x)"9 Mg =

1 L *

b“Yq _ :
=\[ y 4 1(b y) P~ =1 dy-b. ~b-a- /1J[ x 9 1(1—x)—p—1dx
Hy i,

en dlt is eveneens gelle aan het rechterlid van (55), zo-
'als w1g zien door in die formule p en g te Vverwisselen.

Dlt_ gecombineerd met (55), geeft het gevraagde resultaat
(54), omdat de substitutie y=bx de waarde van de integraal
‘ -y1
-‘[ I L e s
Yo -

onveranderd laat, _ , n

Op die manier beschikken wij nu over twee bewijzen
van formule (54), namelijk het bewijs dat steunt op het in
g8 8 gevonden resultaat en de in deze paragraaf gegeven re-
denering. In het eerste bewijs worden de twee in de linker~-
leden van (52) en (53) optredende geneutraliseerde integra-
len berekend met behulp van de constante termen in de cor-
responderende Laurentontwikkelingen, waarna af'trekking van
de twee aldus verkregen resultaten het gevraagde resul—
taat (54) oplevert. Deze methode eist echter de kennis van
de integrand in het gehele integratie—interval. In het
tweede bewijs beperken wij ons tot het onderzoek van de
integrand op de bogen (O,y ) en (yq,b), dus tot het onder-
zoek van het gedrag van de integrand in de nablgheld van
de eindpunten O en b, Op grond hiervan ‘moet de tweede rede-
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nering eenvoudiger genoemd worden dan de eerste. Het doel
van deze paragraaf is dan ook onder zeer algemene voor -

- waarden een ‘bewijsmethode af te leiden, die met de tweede
redenering overeenkomt en waarblj alleen gelet wordt op
het gedrag van de integraend in de omgeving van de eind-
punten van de iri‘itég?ratieweg°

Stel = o o

e B (ea) YOO 1ok (g
waarln z een continue rectificeerbare kromme " doorloopt
die in het niet tot I behorend beginpunt a een raaklijn
bezit, terwijl het eindpunt b van I' wel tot de kromme ge -
rekend wordt; verder steltn een willekeurig punt van een _
gegeven pugtverzamelingJ@ voor: die eéén niet tot & vehorend
1imietpunf‘m bezit met de eigenschap dat M op ﬁ) op zoda-
nige wijze continu tot & kan naderen dat log (% -« ) tot
een elndlge 11m1et nadert (de 1aatste voorwaarde mag wor-
den vervangen door de zwakkere condltle dat B een rij

‘puniten Mo n s ++. beVat met de elgenschap déﬁxvoor 1) ~4r 0O

tot

T log (g ﬁ— «) tot een eindige limiet en " n+1
1 nadert), o : Mn - %

Daarbij nemen wij aan dat ) bzf op £ een Hadamardontwik-
keling naar machten van 7 -« bezit en dat

v ) =1+ (n-2) ulg),
‘ wa arin %.en p onafhankellgk vanm zijn met Re p » 0O en
"waarln u(») op B .een speciale Hadamardontwikkeling naar
w'machten van m -®& bezit. Volgens voorbeeld 13 heeft dan de
‘f:geneutrallseerde integraal ’
3= [ f(zH ) dz

i
H

-.betekenis.. - =
Thans voeren wij eén transformatie in en wel als volgt.
21 F een continue vectlflceerbare kromme met een nlet
. tot. ' behorend beginpunt a" en een wel tot I behorend
eindpunt p ¥ Zij @lw) een op N gedeflnleerde contlnue
~»functie die voor de in de omgeving van a op F gelegen
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/

punten w geschreven kan worden in de vorm o
o) = a + (w-s*) w(w),

waarln Re v »0 en waarin v(w) een speciale Hadamardohtwik-

~ . keling nsar machten van w-a bezit, Wij nemen dan dat de

trarisformatie z'= ¢(w) de elgenschap be21t dat als W de

- kromme [ doorloopt, het corresponderende punt z —-¢(w)

~de:oorspronkelijke kromme [*- doorloopuu Wij zullen zien

- dat onder:deze voorwaarden ook de geneutrallseerde 1nte-

graal

b

= eCetm, w) cp?(w).dw

1
Ha ;

,wbetekenis~heeft° hierin is Ha* een Hadamardneutrlx met dra-

.ger¥a ‘en met als ‘domein een boog van F met beglnpunt a .

Van belang ‘is het te weten of J en J aan elkaar ge-
1ijk zijn of niet. Het antwoord hlerop 1u1dt als volgt

+ Voorbeeld 19: Stel de hlerboven genoemde voorwaarden

—zlin vervuld.

(56)

‘Indien K % 0 is, dan is

v m+k ' m+k;n (m{k)' P

. | ‘,Jm_ N n
EACAE b Z (T ey

o -n=0 : "

°o A

'“waarln /ﬁ de. constante term voorstelt in de Hadamardontw1k—

(57) .

(58)

.kellng van -

Lvan - _ .
m
(=)™ ) o () .
naar machten ven m -« en waarin I de constante term voor-
stelt in de HcdamardontWchellng van |
T Rk
(w-27) v w\ log™ (w)
aar mschben van w-a® . De som Z: wordt uifgestrektub%er de‘
; gehele: getellen m £ 0 waarvoor o 70 lS, zodat het aantal

" termen van deze som elndlg is in verband met het feit dat

/’ voor voldoend grote gehele. m gellgk aan nul 1S

Indlun ‘m.; 0 is, dan: is .

’ m+k+1
- < y 1 C . .
(59) -3 =Z% fm ‘n‘ffg ) ,

(m+k+7T)
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waarin ¢ de constante term in de speciale Hedamardontwik-

keling van v(w) naar machten van w- a” voorstelt.
Opmerking: Uit deze bewering volgt dat de waarde van

- J' b13 gegeven p,k en T volkomen bepaald is als .de

HadamardontW1kkellngen van X (%) en u(y) naar machten van
‘«7'—a en de HadamardontW1kke11ng van v(w) naar machten van

w a bekend 213n Dit betekent dat j-j! ondubbelzinnig be-
‘paald is als vooreerst het gedrag van de integrand £(z, )
voor de punten z in de omgeving van a en de punten % in de

omgeving van « bekend is en ‘als verder het gedrag van de
transformatie z = ¢(w) in de omgeving van w = a" bekend is.

) In de Hadamardontw1kke11ngen van Y (%) en qu) komen

' misschlen termen voor die één of meer factoren log(mn -o )

i bevatten Die termen hebben geen invloed op de waarden van
" de getallen !%ﬁ dus ook niet op de wasrde van j-j'.
In de’ berekenlng van j-j! kunnen wij dus beglnnen met in de
HadamardontW1kke11ngen van %(%) en u(q) de genoemde termen
te schrappen. Evenzo zien wij dat bij de berekening van
J-J' in de Hadamardontwikkeling van v(w) naar machten van
w-aieeveneens de termenrgeschrapt mogen worden die door
minstens één factorAlog(w~a%) deelbaar zijn, omdat die ter-
men geen invloed hebben op de waarden van de getallen F
‘Het bewijs van voorbeeld 19 verloopt als volgt. Indien §

een punt ven NM¥ is en 5= ¢(%) het op I gelegen corresponde-
rende punt voorstelt "dan is '
b ¥ b

(60) [ tle(w,m) or(w) aw = [ -fm;- az.
§ | 7

Beschouw eerst het geval k # O Ult (60) en (31) volgt
. b*

(6;5 }?/' “(%,(W) H ) @'(w) dwr:Z‘/m K[ (z a) "110 erk?(z a) dz

e o)

K

Z J’m { ( aKJ)m-H'c (b-8)"

K. (au

Dit is volgens (32) gelijk aan Jj-p, wasrin

FS
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o=(y o) 5~ L L ()" gy ()t g0,y oy

Hierin is

)1’1

(5-a)" (Log( 5 -a))"= (§ - (v(r))" (v log(§ -a)+log v(s)

= yéa*)“""‘? (v(5))" 2:; (2) (= Log(§ -a™))"P(1og v(y))".

Elke term met O £ h £ n-1 is door log (% -a*) deelbaar,

zodat zijn Hadamardontwikkeling naar machten van § ~a*
geen constante term bevat. Dus de constante term ‘{' in de

‘Hadamardontwikkeling van p naar machten van ¥ -a¥ is geli jk

'_aan de constante term 1n de Hadamardontwikkeling van

(62)

A‘yf f( ‘P(W)s.ﬁu) ‘(w) dw= Z

m+k . 8
_.<s-a°">,“ Sl B e (mei) 1087 ()

nt! K

. naar machten van 3 a . Die constante term ' is dus ge-

1ijk aan het rechcerlld van (56) Omdat p, afgezien van
een in H o verwaarloosbare functie, gelijk is aan /' en
omdat Jj=p, afgezien van een in H verwaarloosbare functie,
gelijk is aan j', vinden w13 de gevraagde betrekklng

jt o= g- j’ Dlt voltooit het bewijs voor k % O zodat wij
nu kunnen overgaan tot het geval k=0,

- Uit (60).en (33) volgt

fm
7

(z- a) m+k (z-a) dz

J e+
=Z mﬁm) 108;b8))m - g =5
volgens (34), waarin
e o
Q-§: '—“—TE;EI— (log (5 -a et

Hierin 'is o '
e+l o, L P , 4
log(? _a))mk+ - (‘C log( S. __a ) I J.Og V(LS))m_HC_I_,I

. mik+d
- §O+ (MHETY (5 1og (5 -a )m”‘ - h(.loe; v(s))".
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Elke term met O £ h 2 m+k is door log(}{ -a%) deelbasr, zo-
dat zijn Hadamardontwikkeling geen constante term bevat. De
constante term in de Hadamardontwikkeling van (log v(y))m+k+1
nasr machten van ¥ - a¥ is gelijk aan (log c)m+k+1 , zodat
de constante term /“ in dé Hadsmardontwikkeling van g naar
" machten van g a* gellgk is aan het rechterlid van (59).
Omdathq, afgezien van een in ha% verwaarloosbare functie,
gelijk is aan d/” en omdat j-q gelijk is aan het linkerlid
van (62) €en dus, afgezien van een in H . verwaarloosbare
term, gelijk is aan j', vinden wij de gevraagde betrekklng
J' = j- 4". Dit voltooit het bewijs. o
Voorbeeld 20: Indien de voorwaardenvan het voorafgaan-

de voorbeeld vervuld ziin, dan is j = j' in elk van de vijf

volgende gevallen.

(1) Iedere in de Hadamardontwikkeling van % (%) voor-

komende term is door minstens één factor log(wx - «) deelbaar.

Immers dan is elke term in de Hadamardontwikkeling van
(57) naar machten van % -« deelbaar door log(m - o). Der—
halve is de constante term / in. die ontW1kke11ng gelle
aan nul, dus j = j' volgens (56) en (59).

(2) ®x =0 en de constante term c in de Hadamardontw1k~

keling van v(w) naar machten van w-a® is gelijk aan 1.

Immers in dit geval leert (59) ons dat j-j' = O is.
(3) k # 0 en de transformatie z = @(w) heeft de vorm
| ¢ (n) = are (u-s*)" -
 Immers in dit geval is v(w) gelijk aan de constante ¢,

zodat f’n volgens definitie de constante term voorstelt in
de Hadamardontwikkeling van '

( LS ~ a,»,)m: c:c,' loghc
naar machten van §~a%'° Wegens vt # 0 is Pn = 0, derhalve
j=3' = O wegens (56).

(%) De Hadamardontwikkeling van ¥ (%) naar_mschten

van m -6 bevat geen enkele exponent die, met -1 Vermenig—

vuldigd, een som oplevert waarvan elke term of wel gelljk

is aan p of wel gelijk is aan een exponent in de Hadamard—

ontwikkeling van u(») nasr machten van % - a -,



Inderdaad, volgens definitie is gﬂh de constante term in
de Hadamardontwikkeling van (57)-nasr machten van 7 - o
Elke exponent in de Hadamardontwikkeling van u"(%) naar
machten van % -« kan volgens voorbeeld 11 in S ({ geschre-
ven worden als een som waarvan elke term gelijk is aan een
exponent in de Hadsmardontwikkeling van u(q) naar machten
ven 7 -& . Als. ' # 0 is, den bevat de Hadamardontwik-
keling van X (%) nasr machten van 2 - ® minstens &én expo-
nent die, met -1 vermenigvuldigd, gelijk is aan. mp ver-
meerderd met een exponent in de Hadamardontwikkeling van
u Cq) naar machten van % - « . Dit geval hebben wij in de
veronderstelling buitengesloten, zodat iedere Ifh de waarde
nul bezit en dus, wegens (56) en (59), ook j-j' = 0 is.

(5) k4 0; -kT kan niet worden geschreven als een som
Wagrvan elke term een exponent in de HadamardontW1kkellng

van v(w) naar machuen van w-a"© voorstelt ., .

Immers, omdat v ° (w) log™ v(w) een Hadamardontwikkeling
naar machten van w—a*'bezit, waarin iedere exponent, volgens
de voorbeelden 10, 11 en 12 in 8 7 gelijk is asn een som
~waarvan ledere term een exponent in de HadamardontW1kke11ng

van v(w) naar machten van w-a* voorstelt, volgt uit de
veronderstelllng dat de Hadamardontw1kk911ng van (58) naar
machten van w-a” geen constante term bhevat, zodat ledere
?n_gellgk is aan nul en dus volgens (56) ook j=3j' = 0 1is.
Bewering (%) wordt nog nader bekeken en wel als volgt.
Voorbeeld 21: Stel de voorwaarden van voorbeeld 19
zljn vervuld. Stel de dadamardontwikkeling van J(Qq) naar
machten van m - & bevat geen enkele exponent +.0 die, met
-1 vermenlgvuldlgd een som oplevert waarvan elke cerm of
wel gelijk is aan p of wel geli jk aan een exponent in de

Hadamardontwikkeling van u(%) naar machten van 7 - o

Dan isf
. /5 (1og C)k+1 , .
J_JI — " K+ . indien K.-—O
k k-n k! Fn
- = indien k40
fb gg% (-) nlfﬁk—n+i» o %.-
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g

hierin is Jg, evenals in de voorgaande voorbeelden, de

constante t rm in de Hadsmardontwikkeling van X (% ) naar
machten van 7n-o , terwijl ¢ de constante term voorstelt

in‘de speciale Hadamardontwikkeling van v(w) naar machten

. Het speoiale geval jg=o.1evert bewering (4) van het
voorgaande voorbeeld. ~

‘ Het bewijs luidt als volgt. Uit de veronderstelling volgt
dat voor ieder geheel getal m Z 0 de Hadamardontwikkeling van

PV Y _ m
(= )0 (LCy)- f) v (%)
nasr machten van % -0 geen constante term bevat. Voor

m,é 1 bevaet de Hadamsrdontwikkeling van

(= )Py u()
naer machten van % -®% geen constante term, omdat Re p > O 1is
‘en omdat iedere .exponent in de Hadamardontwikkeling van
um(qb)‘naar machten van % -& een bestasnbaar déel Z 0 be-
zit. Voor ieder geheel getal m % 1 bezit dus de Hadamardont-
wikkeling van (57) nasr machten van = -« géen constante term,

zodat J6=O is en de bewering dus uit (56) en (59) volgt°

Voorbeeld 22: Stel wij passen op de geneutraliseerde in-

tegraal 44
= [Py
H
o]

|

b—z)t~1 log®z dz ,

waarin b # O en k geheel 2 O is, de transformatie z = w"

toe, waerin Re A >0. Dan gaat ; over in

3!=AKM fH
. H

LN b e I o
" e (b—w)lC 1Iogﬂw dw ,

waarin b = b . Als t niet geheel £ 0 is, den is j=i'. Als

lia

0. ds. dan is

t wel geheel
' h+t

J-3' = 2?;1 (;hsgg? (h+t){(’§%§“h—t<b%(g* ;LW)X) | }

w=0

+ (—}“t(log Nt - ~
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Het bijzondere geval b=1; k=0; s=1; t=0, n>0
hebben wij reeds in formule (25) behandeld.
“In het beW1JS klezen wij op de 1ntegrat1eweg dle de pun-

"tén O en b verbindt een punt z in de omgevlng van de oor-

sprong. Voor voldoend grote gehele p =0 is

-1
—1(b-z)?"1logkz.= E:g (—)h(tﬁq)'zs+h_qlogkz + r(z),

waarin r(z) op de boog (0,z ), de oorsprong inbegrepen, een
continue functie van z voorstelt De transformatle z—w7\
laat de waarde van de integraal

%o %0
/' r(z) dz = ‘/~ r(z) dz

H ‘ _ o)

onveranderd. Die transformatie laat ook de waarde van de in-
tegraal '
z
/ 0O i ; o
- gSth- log®z dz i (02 n £ pi)
-H
onveranderd; dit volgt'voor s+h % 0 uilt bewering (2) en
voor s+h # O uit bewering (3) van voorbeeld 20, Aldus blijkt
dat de waarde van de 1ntegraai
z
fo s -1 t-1 ko oo
y Z (b-z) log 'z dz
ho
door de transformatie z = y niet verandert.
Nu de integraal

“~o

b—Zq

b 4 } }
(64) ‘/ z°_1(b~z)t"‘1ong dz= \/- 2 b 1(b—z)s 11ogk(b—z) dz ,

29 H
O

waarin 24 €en cp de oorspronkelijke 1ntegrat1eweg in de om-
geving van b gelegen punt voorstelt. Als z deze 1ntegrat1eweg
doorloopt, dan doorloopt ‘b-z de 1ntegratieweggvanade in het .
rechterlid van (64) genoemde integrasl; uit de in 8 5 ge-
geven definitie van de Hadamardneutrix Hb blijkt de gelijk-
held van de twee leden in (64)
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De vraag is wat er met de eerste van de twee integra-
len geSchiedt als daarop de transformatie z=wk wordt toe-
gepast. Dat komt neer op de vrasg wat er met de laatstge-
noemde 1ntegraal gebeurt als daarop de transformatie

b-z = (b —W)m'ﬁ dus

i A # A-n-1 n
(65) 2= b-(p"-w)" = Z ) b W',
wordt toegepast. Men heeft voor |z|< Dbl
(b-2)%"" = 2: ()25 TR gl

dus

-1 k & - -1-h h
(0-2)""108 (0-2) = 2 ()7 {(F (55N 7T ] "

v

zodat voor voldoend grote gehele g 0]

2 (0-2)°" 20 (0-2) - % (PR (),

wacrin r{z) op de boog (0, b—zq) van de nieuwe integratie-
weg (de oorsprong inbegrepen) een continue functie van z
voorstelt. Dus transformatie (65) laat de waarde van de

1ntegraal o-7 bz

1, 1
‘[ r (z) dz = J[ r (z) dz
H ;
o) o
onveranderd, Diezelfde transformatle laat de waarde van de
integraal

onveranderd, als t+h niet een geheel getal £ 0 is; dit

volgt uit bewering (5) van voorbeeld 20, toegepast met
¥(n) =m +hen &= t, omdat -® = -k% = -t-h dan nlet
geschreven kan worden als een som wsarin elke term geheel
Z 0 is, , ‘ ' ’
.. De voorwaarde dat t+h niet een geheel getal £ O is,
is zeker vervuld als t niet een geheel getal £ 0 is.
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Dus als t niet geheel = = 0 1s, dan verandert transformatie
(65) de weaarden van de - 1ntegralen Jh,nlety dus evenmin de
waarde van de in het rechterlid van (64) voorkomende inte-
graal. Dus de transformatie z = wk verandert de waafde van
de integraal (63) niet, evenmin van de integraal voorge-
steld door het linkerlid van (64) en natuurlijk ook niet
van de convergente integraal

29
‘f’"z‘sm/l (b~z)t"1'logkz dz
oz o A
-z

Op die manier vinden wij, in het geval waarin t niet een
geheel getal £ 0 is, dat de transformatle z = w" de inte-
graal j niet verandert dus dat J J

Indien t wél een geheel getal S 1sgzdan veranderen
in het bovenstaande alleen de 1ntegra1en Jh met h=0,1,.., -t
van waarden. Stel Jp gaat door transformatie (65) over in

Volgens voorbeeld 21 toegepast met = hit = 0 is
Jog 3y = (5 log e s

I

'Jh

I

‘hierin is J’ de constante term van z,hz) 1 naar machten

van % -t, dus J/O = 1; verder is c de constante term optre-
dende in de in (65) voorkomende reeks, dus

A= =3

”c —“\b' ‘Ab N o, derhalve Jog -3t ?{4

log b

L= .log?\+>

Volgens voorbeeld 2% is voor O S he-t”

;; % fblpo’; S

In "Ip ik~ hit °
wasrin PO de conshante term VOuPSte]t 1n de Hadsmardont-

wikkeling wvan

3 «© y 2 h+t
N+ o n o, A N
w' ( 2o (=) (g5q) b " wn> :

V=0 |
Dus Fo 1é gelijk aon de coeff1c1ent van w Bt in de

Maclauri tﬂlkkbllﬂg van
© Aw~-n-1
00 e h+t % h+t
: i A e
(X (%2 » W) (—i—b DL
‘n:_ . .

zodat
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o (-h-t)T

o= Ty {2 )h-h-t(M) h%Lvt}
W ‘ W .

W%O

Dit voltooit het bewijs.

8§ 10. De Hadamardneutrix Hoo

In de paragrafen 2 en 5- hebben wij de isomorphe Hada-
mardneutrices Ha en ﬁb ingevoerd. Thans ga ik een derde
neutrix invoeren, isomorph met deze twee, en wel de Hada-
mardneutrix Hm,’met parameter s, wasarin a een willekeurig
complex getal aanduidt. Het domein van deze neutrix is een
in het complexe vlak of op een Riemann oppervlak gelegen
puntverzameling £ die het puntva niet bevat en die de ei-
genschap bezit dat een punt § op p Op zodanige wijze con-
tinu tot het oneindige kan naderen dat arg 3 tot een eindige
limiet nadert; de laatste voorwasrde mag vervangen worden
door de zwakkere conditie dat /5 een rij punten 59 31’°°ﬂ
bevat zodanig dat voor nw+ma—zﬂi1 tot 1 en arg ﬁn tot
een eindige limiet nadert., n

Ik zeg dat een functie u(§) op B een Hadamardontwik-
keling naar machten van (3‘—a)"1 bezit als ze op B gede-
finieerd is en voor de op Aﬁ gelegen punten K‘met voldoend
grote} K} €en asymptotische ontwikkeling bezit van de ge -~
daante '

00

. k
() e 5 (re) P aeg ™ (5 e

waarin Xkﬁ ¥, en kh onafhankeli jk van { zijn, waarin

Re Yh—* - voor h—ow en wasrin k, 8eheel 2 0 is. Deze
ontwikkeling heeft dus dezelfde gedaante als (3) met het
verschil dat in (3) Re ¥ p tot co nadert, terwijil Re h
in (66) tot -« nadert. Dit spreekt trouwens vanzelf, om-
dat (3) geldt voor de op £ in de omgeving van a gelegen
punten 5 » teérwijl (66) geldt voor de punten § ven p
wasrvan | ¥ -a| groot is.
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De op J gedefinieerde functies »(T) , die voor de
op K gelegen punten § met voldoend grote |t | geschreven
kunnen worden als een som u(y) +9(y), waarin u(§) op
ﬁi een Hadamardontwikkeling naar machten van (¢ —a)'/l
zonder cénstante term bezit en waarin J(§) voor de op
£ gelegen punten T met {31*#00‘t0t nul nadert, vormen
een’neutrix met domein,é5 . Inderdaesd, als 3 de verzame-
Cling B doorloopt, dan doorloopt % = (¥ -a)"/l een verza-
meling,ﬁi% die de oorsprong niet bevat met de eigenschap
dat.? op;ﬁ}w ©p zodanige wijze continu tot O kan naderen
dat arg ? tot een eindige limiet nadert. Wordt u(f) = v(%)
en J(T) = a(}) gesteld, dan bezit v(%) oprﬁé%'een Hada-
mardontwikkel%ng'naar machten van § en dan nadert a(;) tot
0 als % op B¥ tot nul nadert. Dus de klasse gevormd door de
genoemde functies »(Y) is isomorph met de‘neutrix H ge- .
vofmd-dqdr-de functies:v(§) + 8(‘5)° Die klasse is der-
halve volgens § 5 in voordracht II een neutrix. Deze neu-
trix heet de Hadamardneutrix“H@ met drager co , met_para~
meter a, met domein B en met veranderli jke v '
Twee Hadamardneutrices met drager d , met hetzelfde
domein en met dezelfde veranderlijke zijn verschillend als
- hun parameters a en b verschillend zijn. Want in de eerste
- neutrix is s -a verwaarloosbaar en in dé tweede neutrix is
5 b verwasrloosbaar; waren deze twee neutrices dezelfden,
dan zouden ze ook het constante verschil b-a # 0 bevatten,
hetgeen buitengesloten is. _ .

Omdat H = isomorph is met een neutrix H, ﬁaarvan,de
eigenschappen bekend zljn, i1s het niet nodig de elgenschap-
pen van de neutrix B~ afzonderlijk af te leiden, omdat
laatstgenoemde neutrix met behulp van de transformatie

(¥ -a)_q ==§ tot H_ kan worden herleid.

Voorbeeld 23: Voor iedere complexe s en voor iedere ge-
hele k 2 0 is ' E '
H ,
0
(67) \/ (z-a)%"" log® (z-2) dz = 0,

Ha




90

als het punt a niet op _de integratieweg ligt en Heo de

Hadamardneutrix met parameter a voorstelt.

- Immers,

log k+1 (f-a)_ kM(?,—a) voor s=0

Ny : : k+1 k+1
j'(z—a)sfqlogk(z—a)dz= '

{

(aa )k(‘S-‘a)S - 2 )k(}:_a)s
s s _ 258 ]

S voor s # O,
waarbij in het rechterlid de eerste term Verwaarloosbaar in
Hm » de tweede verwaarloosbasar in HO is,

Voorbeeld 24: Indien
A>0; k geheel
O is, dan is

O; s niet geheel 2 0;

Itv

-W_ & _arg p <'w

Y fee

s+t niet geheel

-
(7]
(68) ﬁ/ x7\s-1(pfx“)tlogkx dx k;+4\ ;S)k r1(i)(1£)s t)

In dit en het volgende voorbeeld is de integratieweg
de positieve bestaanbare as en is Hm de Hadamardneutrix
met parameter O, ’

Merk op dat de waarde van de integraal door de substitu- .
tie x =y niet verandert. Merk verder op dat de intepraal

nul is, als t een geheel getal z2 0 is, maar dit is evident,

zelfs als s geheel £ O of s+% geheel 2 O is, omdat dan

het linkerlid van (68) gelijk is aan

logkx dx =0

H
Y 00 .
t-h 1) -
S (8) b /' . N(s+a) -1
h=0 “

volgens het voorgaande vooroyeeld,

In het hier volgende bewijs stelt s een willekeurig
punt voor gelegen in de omgev1ng van een getal So dat niet
geheel § 0 is, terw1gl t een Wlllekeurlg punt voorstelt ge-
legen in de omgeving van een punt t met de elgenschap

dat 8, T t niet geheel i'o is. Indlen

(69) - 53- < arg s <

(‘o';g

e P
en - 5~ < arg (-s-t) < h



(70)

.. met X < }pm”
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is, dan is het linkerlid van (68) gelijk aan de correspon-
derende corivergente 1ntegraal van O naar ® en dus, in
verband met de transformatle x“ = Y, gellgk aan

o s k 1 a k (8-
Gl f 7" (o4) 108"y A= k+’l( fY (p+y) v,
I D , - _ o 4

;derhalveAgelijksaan het rechterlid van (68).

. Stel.x o £0 X4 zijn willekeurige positieve getallen
w ) -

TR X
P 1.
Voor voldoendagrote gehele- g £ 0 is’
. : _‘“1 [ . e
x (D+X ) 10€kX ”%Eﬂ (t) ptfh, \(S+h) 1log X + r(x,s,t),

wasrin r(x s, t) in het’ 1nterva1 Q

:tmf

x £ xo;oqntinu-van;x en
analytisch van s en t afhangty dus

x _ L x S
o -1 , L fo)
jf X xs—ﬂ(p+xx>t loghx dx=%§j (ﬁ) pt-hJ[ x Meh)- 110% x e
; h=0 H .
o .. T o R oo
: o T X .
cde st [ Cep(xyst) ax,
H o

~waarin de laatste. 1ntegraa1 een analytlsche functle van

s en t voorstelt. Volgens voorbeeld 1 is elke in de som’

%: 'voorkomende 1ntegraa1 wegens A(s+h) # O een énélytische
RS ° gens
functie van s, zodat (70) een analytische functie van s en ..

t voorstelt.

De transformatie x = %-geeft
- N ,
RN m _.
f KS'Vpﬁﬂ)tloQ&,mo=
X ' ‘
1
x%q , :
k. T - As+t)-1, -1 My T h
=(-)"p f g~ ME T My ey gy
i ,
o

Door in de bovenstaande redenerlng S,p en X door -s-t,
= =
b,  en x, te vervangen, vinden wij dat (71) eveneens een

analytische functie van s en t voorstelt.



(72)

(73)

(74)

92

Dit is eveneens het geval met de convergente integraal

M e Mtk
j[ x (p+x™) “log™x dx,

- 0 |
dus ook met de integrasl (68). Deze integrasl is dus een
analytische functie van s en t voor iedere complexe 8 en
ledere complexe t, de punten s=0,-1,-2,..... en de punten
s+t = 0,-1,-2,.... uitgezonderd. Omdat formule (68) in het
geval (69) geldt, geldt ze dus voor elke s en elke t, de
punten s=0,-1,.... en de punten s+t = 0,-1,.... uitgezonderd.

Voorbeeld 25: Indien

=T L arg P < w ;3 A»0; k geheel

i

O0; s+t geheel Z k;

s niet geheel £ 0 is, dan is

H
Q0
f xxs—/‘(pi—x?’)t log by dx
o
gelijk aan de constante term J‘in de Laurentontwikkeling van

1 (—~ﬁk F(s)T'(-s-m) s+
x K+1 Y as F(-m) P

naar machten van 7 -t,

Indien de voorwaarde dat s+t geheel Z k is, vervangen

wordt door de conditie dat s+t geheel 2 O en < k is, dan
is (72) gelijk aan J vermeerderd met de waarde die

()¢ " (2l
ht (k+1) » KTT ° 2T
in het punt h= s+t aanneemt .

t(t-1)..0...(t+1-h)

Het bewijs is analoog aan dat van het voorgaande voor-
beeld. Op dezelfde manier als daar bewijzen wij dat
*1 ns-1 ’ A k,
f x " (p+x ") log®x ax

H
o

een in 7 = ¢ analytische functie, van ¥ voorstelt, Verder -
neemt volgens voorbeeld %4 in 8§ 8 de geneutraliseerde in-
tegyaal '
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Hw x;q
(75) \[ X'&s-1(p+x7\yq 1ogkx dx=(—)k¥[ w_ms"q(p+w43% dw

X
1 Hy

in het punt 7, = t een waarde /*'FG' aan, waarin J/% de con-
stante term voorstelt in de Laurentontwikkeling van (74)
naar machten van % -t en waarin, volgens (38),

K+1 :
(=) k+1
o= "% ?( : (£) .
Hierin is, blijkens (36), @ (%) de wasrde die

k k+1 h -k-1
()5 -6) (G o (a (n-s-n))
aanneemt voor h = s+t, dus
-k-1_h
-k~-1 _h

¢ly) = -2 P (R) = = B2 m(n -1)...(q #1-0),
zodat ¢ de waarde is die (74) in het punt h = s+t aanneemt.

Aldus komen wij tot het besluit dat

o A 8-1 7 h
(76) J/ X (p+x™ )¢ 1og™% dx

H
o

in het punt » = ¢t de wasrde /+6‘ aannee’mt, waarin/ de
constante term voorstelt in de Laurentontwikkeling van
(76) naar machten van % -t. Volgens het voorgaande voor-
beeld is (76) voor de in de omgeving van t gelegen punten

N+ t gelijk aan (73), zodath inderdaad de constante
term in de Laurentontwikkeling van (73) naar machten van

7 -t is. Hiermede is het bewijs geleverd, want als s+t
geheel £ h is, dan is in uitdrukking (74) 0 £ h<k, zodat
(74) de waarde O bezit.






